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praci se snazime intuitivné predstavit pojem multivektoru a Cliffordova geomet-
rického soucinu a interpretovat jejich geometricky vyznam. Déle se zabyvame ge-
ometrickou analyzou, tedy diferencialnim a integralnim poctem multivektorovych
funkci. V poslednich dvou kapitolach demonstrujeme silu geometrického soucinu
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Uvod

Vektory jako prvky vektorového prostoru umime mezi sebou s¢itat a umime je
nasobit prvkem télesa. Nabizi se otazka, zda-li by nesly vektory také mezi sebou
nasobit. V zdkladnim kurzu fyziky se vétsinou setkdvame se dvéma zdkladnimi
sou¢iny vektoru, skalarnim a vektorovym. Pii skalarnim soucinu je vysledkem
nasobeni vektoru skalar a geometricky ho pro jednotkové vektory interpretujeme
jako cosinus 1hlu, ktery mezi sebou dané vektory sviraji. Navic umoznuje realizovat
projekce vektoru do ruznych podprostoru.

Vektorovy soucin definujeme pouze v trojrozmérném prostoru a jeho geomet-
ricky vyznam je velmi pfimocary. Pokud jsou oba ¢initele kolinearni, pak je jejich
soucin roven nulovému vektoru. Pokud tomu tak neni, pak jejich linedrnim oba-
lem je definovana rovina a soucin je roven vektoru, ktery je na tuto rovinu kolmy,
spolecné s ciniteli v soucinu tvoii pravotocivou bazi a jeho norma je rovna plose
rovnobézniku se stranami puvodnich ¢initelu. Zietelné je geometricky vyznam vek-
torového soucinu zavisly na skaldrnim soucinu, ktery definuje pojem kolmosti.

V geometrické algebte definujeme novy soucin vektoru, kterému budeme tikat
geometricky. Jeho vysledkem uz nebudou pouze skalary ¢i vektory, ale nové ob-
jekty, které budeme nazyvat multivektory. Ukazeme, ze skaldrni a vektorovy soucin
jsou zcela obsazeny v geometrické algebre.

Za otce geometrické algebry povazujeme Williama Kingdon Clifforda, ktery
ji predstavil svétu v druhé poloviné 19. stoleti. Jeho zdmérem bylo spojit do-
hromady Grassmannovu a Hamiltonovu praci. Clifford sjednotil skalarni soucin a
Grassmannem zavedeny vnéjsi souc¢in do jednoho soucinu, ktery nazval geomet-
ricky. Geometricky souc¢in tak nese informaci o metrickych vlastnostech prostoru
a umoznuje provadét zakladni geometrické operace (rotace, projekce, zrcadleni)
algebraicky. Navic m4 zasadni vyhodu, Ze je pro vektory invertibilni podobné jako
Hamiltonovy kvaterniony. Mezi matematiky je Cliffordova konstrukce oznacovana
jako Cliffordova algebra a souc¢in v ni jako Clifforduv soucin. My zustaneme u
Cliffordova originalniho nazvu geometricky soucin.

Na zacatku se budeme vénovat intuitivnimu zavedeni geometrické algebry na
dvou, tfi a N-dimenzionalnim prostoru. N&s pristup nebude zcela matematicky
rigorézni a spis budeme objekty a pojmy zavadét na zakladé geometrické motivace.
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Uvidime, ze geometricka algebra nabizi velmi elegantni zpusob pro praci s rotacemi
nad ramec tifrozmérného prostoru pomoci rotoru a také kratce nahlédneme do
problematiky linedrnich zobrazeni na geometrické algebfe.

Poté se presuneme na okamzik do oblasti geometrické analyzy, kde zavedeme
operator vektorové derivace V. S jeho pomoci zobecnime diferencidlni operatory
z trojrozmérného prostoru do obecné dimenze. Demonstrujeme, jak jednoduse od-
vodit nékteré znamé diferencialni identity za pomoci geometrického soucinu a
operatoru V. Predstavime dalsi silny néastroj v podobé orientovaného integralu,
ktery se od klasického lisi zejména tim, ze jeho vysledkem uz neni nutné skalar, ale
muze jim byt libovolny multivektor z dané algebry. Zformulujeme Zékladni vétu
integralniho poctu pro orientovany integral a s jejim vyuzitim odvodime zobecnéni
Cauchyho integralniho vzorce pro libovolnou dimenzi. Nakonec jesté ukazeme, jak
vystupuji holomorfni funkce v geometrické analyze a nasledné je zobecnime po-
jmem monogenické funkce.

Treti kapitola je vénovana aplikaci geometrické algebry trojrozmérného pro-
storu na ulohu pohybu tuhého télesa. Pseudovektorové veliciny jako moment hyb-
nosti nahradime bivektory. K popisu rotace tuhého télesa pouzijeme rotor, jenz
udava natoceni daného télesa v prostoru. Pieformulujeme Eulerovy setrvaénikové
rovnice a nakonec tento pristup demonstrujeme na 1loze bezsilového symetrického
setrvacniku.

Na zavér se kratce budeme vénovat geometrii vnorenych variet. Ukdzeme si,
jak pomoci prvku geometrické algebry jednoduse pracovat s tecnym prostorem.
Zavedeme na varieté tzv. shape operdtor, ktery uddva, jakym zpusobem se staci
tecny prostor pifi pohybu na varieté. Toto pozorovani nas vede k tomu uvazovat
paralelni pfenos ne nutné tec¢ného vektoru jakozto rotaci daného vektoru v pro-
storu, kde je varieta vnorend. To ndm umozni jednoduse rozsitit paralelni prenos
z vektori na obecné multivektory. Jakmile jsme vybaveni paralelnim prenosem,
muzeme zavést kovariantni derivaci a nasledné kiivost jako miru nekomutativity
kovariantnich derivaci v ruznych smérech.



Kapitola 1

Konstrukce a zakladni vlastnosti
geometrické algebry

1.1 Komplexni ¢isla a G,

Geometricky vyznam operaci s¢itani a nasobeni na komplexnich ¢islech je obecné
znamy. Operace séitdni reprezentuje séitani vektori v R2. Pro operaci nasobeni je
vyhodnéjsi uvazovat komplexni ¢islo ve tvaru modulu a faze:

re?r'e? = (rp') 0+ (1.1.1)

Vysledkem nésobeni dvou komplexnich ¢isel je komplexni ¢islo, které ma fazi rovnu
souc¢tu fazi a jeho modul je sou¢inem modulu. Toto pozorovani vede prirozené k za-
vedeni rotaci v komplexni roviné pomoci komplexnich ¢isel lezicich na jednotkové
kruznici. Rotace komplexniho ¢isla a o 1ihel 0 je pak dana transformaci

ar—a-e?. (1.1.2)

Ukazeme, ze komplexni cisla jsou plné obsazena v geometrické algebie kon-
struované nad R?. Prvné ale potiebujeme zavést geometricky soucin a prozkoumat
prvky nové vzniklé algebry. Podrobnéjsim zavedenim se v tuto chvili zaobirat ne-
budeme, nebot mu je vénovana ¢ast 1.3. Pro nés jsou v tento moment dilezité
nasledujici vlastnosti geometrického soucinu:

1. soucin je asociativni a neni obecné komutativni,

2. plati pro néj distributivni zdkon vuéi séitani,

3. kvadrat vektoru dava jeho normu.



Geometricky sou¢in budeme znacit prazdnym symbolem, podobné jako nésobeni
skalaru.

Méme-li e;, e; standardni ortonormalni bazi R?, pak postulujeme, Ze spolu
bazické vektory antikomutuji v geometrickém soucinu. Uvidime, ze tento postulét
neni nutny a v ¢asti 1.3 ukdzeme, ze symetrickd ¢ast geometrického soucinu vektoru
odpovida skalarnimu sou¢inu. Z bazickych vektoru muzeme ziskat skrze geomet-
ricky soucin skalary, vektory a navic i novy typ objektu B = ejey, ktery budeme
nazyvat bivektor. Dalsimi souciny uz nové prvky nevygenerujeme, a tak za geo-
metrickou algebru nad R? budeme povaZovat mnozinu

Gy = span{l,e;, ey, B} (1.1.3)

vybavenou geometrickym souc¢inem a sc¢itanim. Jelikoz spolu bazické vektory an-
tikomutuji, pak druhd mocnina B vyjde

B? = e1e9e169 = —eqe16909 = —1. (1.1.4)

Toto pozorovani nas vede k tomu, ze bychom komplexni ¢isla v geometrické algebie
mohli reprezentovat jako

Z=a+pB, o [ER, B=ee, B*=—1.

Komplexni ¢islo tradicné nechdpeme jako soucet skalaru a bivektoru, ale jako re-
prezentaci vektoru z R? tedy ve tvaru

z=uae + fPey, a,pB €R.

V geometrické algebie mezi témito reprezentacemi komplexniho ¢isla existuje jed-
noduchd bijekce, kterd umoznuje mezi nimi volné prechézet:

2= 4 4 =ez,
v z: z=e4.

Prirozenym krokem pii zavedeni rotaci v Go by bylo nahradit ¢ v exponenciale
za B. Vyraz e’? definujeme pomoci mocninné fady:

00 Bn
/B :Z (0B) =cosf + Bsin0.

n!

n=0

U transformace Z’' = e?2Z muzeme diky vyse uvedené bijekci piejit od multivek-
toru Z k vektoru z,

e12 = e"Peyz,

2 =e1e’Beyz.



Dalsimi algebraickymi upravami ziskdme

ere?Pe; = ei(cosf + Bsinf)e; = cosf — Bsin = e 5.
Finalni transformacni vztah je pak tvaru
Y =82 (1.1.5)

Sta¢i uz jenom ovéiit, Ze tento piedpis doopravdy generuje rotaci v R%:

e 82 = (cos® — Bsinb)(ae; + Bes)
= acosfe; — eresejasind + [ cosbey — ereseq38in b
= (acosf — fsinf) e + (asinb + [ cosh) es.

Bazické vektory s bivektorem B antikomutuji, a proto s nim antikomutuje i libo-
volny vektor z. Rozepiseme-li exponencialu jako mocninnou fadu a prokomutujeme
vektor z ¢len po ¢lenu, dostaneme

e By =2, (1.1.6)

Nakonec muzeme transformacni vztah pro rotaci prepsat do tvaru, ktery bude
souhlasit i s predpisem pro vyssi dimenze:

Y =28y 2B, (1.1.7)

Geometricky muzeme chépat bivektor B jako orientovany rovnobéznik se stra-
nami ey, e; a jednotkovym obsahem. JelikoZ v R? nem4 smysl mluvit o ose rotace,
muzeme fikat, ze B je zaroven generatorem rotace v roving, ve které lezi. Vektory
jim vynédsobené jsou rotovany o 7/2 ve sméru od e; k ey. Uvidime déle, ze tento
pohled na rotace je mnohem prirozenéjsi nez tradi¢ni pristup pomoci osy rotace a
7e je pak jednodussi hovotit o rotacich nad ramec R3.

1.2 Geometricka algebra nad R’

Oproti roviné je geometrickda algebra prostoru o néco bohatsi a uvidime, ze v sobé
obsahuje mnoho znamych konceptu jak z fyziky, tak matematiky.

Konstrukci zapoéneme vybérem ortonormélni baze, kterou oznacime ey, es, e3.
Podobné jako u dvourozmérného prostoru pozadujeme, aby spolu tyto bazické
vektory antikomutovali v geometrickém soucinu. Vyndsobenim vektoru baze mezi
sebou v ruznych kombinacich ziskame skalary, vektory, uz znamé bivektory a novy
prvek, ktery budeme znacit I = ejeses. VSechny tyto prvky jsou znazornény na
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obrazku 1.1. I je trivektor, také je v algebfe az na nasobek jediny a z toho duvodu
mu budeme fikat pseudoskaldr. Obecné budeme pseudoskalarem nazyvat multi-
vektor, ktery je soucinem vSech bazickych vektoru. V této algebie se dédle nachazi
tti linearné nezavislé bivektory

B1 = €9€3, BQ = €3€1, B3 = €1€9, (121)

kde znaceni B; = %a-jkejek (pouzivame Einsteinovu sumaci) je voleno kvuli jed-
nodussim manipulacim pozdéji. Mnozina, kterou nazveme Gz, vznikne podobné
jako G linedrnimi kombinacemi prvku

{1, €1, e, €3, By, By, B3, I}

V predchozi ¢asti jsme identifikovali souvislost mezi rovinou a bivektorem. Neni
7zadnym piekvapenim, Ze v R® mdme pravé tii linedrné nezdvislé bivektory, ne-
bot v prostoru mdme tii navzajem rizné kolmé roviny. Pokud bivektory jistym
zpusobem predstavuji roviny, pak neni az tak prekvapivé, ze trivektor I muzeme
chapat jako orientovany rovnobéznostén se stranami uréenymi vektory e, es, es.
Pseudoskalar I ma jednotkovy objem a orientaci, které fikame pravotociva. Od tri-
vektoru s jednotkovym objemem a levotocivou orientaci se I lisi pouze o znaménko.

€3 €3

B;
Q\ i}

Bs

€2

€1 €1

Obrazek 1.1: Geometricka interpretace bivektoru a trivektoru v trojrozmérném
prostoru.

Podprostor vektoru a podprostor bivektoru maji v Gs stejnou dimenzi, a proto
lze mezi nimi ptrechézet jistym izomorfismem. Pokusime se toto prifazeni po-
psat nejprve geometricky. Pokud mame bivektor B, potom bychom k nému chtéli
pritadit vektor a, ktery je kolmy na rovinu, ve které lezi B, a naopak vektoru



a bychom chtéli pritadit rovinu, na kterou je kolmy, a aby navic sou¢in aB mél
pravotocivou orientaci. Mezi bazickymi vektory a bivektory plati vztah

Toto pritazeni odpovidd nasemu geometrickému pozadavku. Naptiklad bazickému
vektoru ey je prifazen bivektor B; = esez. Ten odpovida roviné dané vektory es
a ez, na které je e; kolmy. Skrze linearitu je toto zobrazeni zadano pro vSechny
vektory a a bivektory B:

B =1Ia=al, (1.2.4)
a=—IB=—-BI.

1.2.1 Rotace v R3

V casti 1.1 jsme avizovali, ze bivektory jsou uzce spojeny s rotacemi. Rotovany
vektor a muzeme rozlozit na ¢ast a; kolmou na rovinu rotace a na ¢ast a) lezici
v roviné rotace. Rotace ponechdvd cast a; nezménénou a s casti a| se provede
rotace v roviné stejné jako v R?. Je-li rovina rotace ddna jednotkovym bivektorem
B, tj. B> = —1, muZeme v roviné najit dvojici ortonormalnich vektort a;, a,
takovych, ze B = ajay. Cést a) se bude transformovat podle (1.1.7) jako

aj = e‘gBa”egB. (1.2.6)

Vektor a, antikomutuje s vektory ay, as, a proto komutuje s B, z toho plyne, zZe
komutuje i s exponencidlou z B

_e 0
d, =a, =e 2Ba e2”, (1.2.7)

Rotace vektoru v trojrozmérném prostoru je ve tvaru (1.1.7) jako rotace ve dvou

rozmérech
_op 0
a = e 2Bae?”B. (1.2.8)

1.2.2 Reprezentace G3 pomoci matic

Soucin vektoru standardni baze muzeme diky volbé bivektoru B; a dualité mezi
vektory a bivektory zapsat nasledujicim zpusobem s vyuzitim Einsteinovy sumace

€€ = 51']' + gijkBk = 51']' + [eijkek. (129)
Ptipomeneme-li, co plati pro soucin Pauliho matic

0,05 = (SZJ]I -+ igiijk, (1210)
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(01 (0 —i /10
01 = 1 0/ 09 = i 0 ) 03 = 0 —1/°

je evidentni, ze G3 lze reprezentovat pomoci 2 x 2 komplexnich matic nad redlngm
télesem. Skalary odpovidaji ndasobkiim jednotkové matice, samotné Pauliho matice
odpovidaji bazickym vektorum, bivektorum odpovidaji i-nasobky Pauliho matic
a pseudoskalaru odpovida i-nésobek jednotkové matice, tim dostavame 8 linedrné
nezavislych matic nad redlnym télesem.

1.3 Geometricka algebra v obecné dimenzi

V matematice se obvykle geometrickd algebra oznacuje jako Cliffordova algebra.
Jelikoz nas nezajima kategorizace této algebraické struktury, ale jeji aplikace v geo-
metrii a ve fyzice, budeme misto Cliffordovy algebry pouzivat oznaceni geometricka
algebra.

Existuji ruzné definice geometrické algebry, které nakonec vedou ke stejné al-
gebre. Nékolik piikladu lze nalézt v [1, str. 188-199]. Nase zavedeni nebude zcela
rigorézni a bude zejména inspirované modernéjsim piistupem Dorana a Lasenbyho
v [2]. Nekteré vysledky a odvozeni si vypujcime i od Hestenese [3]. Budeme vzdy
uvazovat realny vektorovy prostor koneéné dimenze vybaveny regularni kvadra-
tickou formou ). Mezi vektory zavedeme soucin, jehoz vysledkem bude obecné
objekt, ktery nazyvame multivektor. Ty budeme obvykle znacit velkymi pismeny.
Soucin musi spliiovat nésledujici tii pozadavky

1. je asociativni,

A(BC) = (AB)C, (1.3.1)
2. je distributivni vuci scitani vektoru,

A(B+C) = AB + AC,
(A+ B)C = AC + BC,

3. pro kazdy vektor a plati a®> = Q(a) = ||a|”.

Pravé posledni pozadavek odlisuje geometrickou algebru od volné asociativni al-
gebry generované nad néjakym vektorovym prostorem. Geometricka algebra muze
byt také definovana jako faktorizace volné tenzorové algebry podle oboustranného
idedlu generovaného prvky a ® a — Q(a) [1, str. 193].

Postulujeme, ze multivektory tvori vektorovy prostor nad télesem realnych
¢isel. Kazdy multivektor lze zapsat jako soucet soucinu vektoru. Geometrickou
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algebru generovanou z vektorového prostoru vybaveného nedegenerovanou kvad-
ratickou formou @ se signaturou (p, ¢) budeme znacit G(p, q), v ptipadé, ze nezalezi
na konkrétni signatutre, budeme uzivat znaceni Gy, N =p+q¢=dimV.

Soucin dvou vektoru muzeme rozdélit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast

1
a-b= i(ab—i—ba), (1.3.4)
1
aNb= 5 (ab — ba), (1.3.5)
ab=a-b+aAb. (1.3.6)

Symetricka ¢ast odpovidd skaldrnimu soucinu (symetrické bilinearni formeé) indu-
kovaného kvadratickou formou () skrze polarizacni identitu

Qa+b)=(a+b)?=a’>+ab+ba+b*=Qa)+ Q) +2(a-b). (1.3.7)

Symetricka ¢ast je skalarem a budeme ji nazyvat vnitini souc¢in. Antisymetrickou
cast budeme nazyvat vnéjsi soucin a jejim vysledkem bude bivektor. Vnéjsi soucin
r vektoru definujeme jako totalné antisymetrizovany soucet jejich soucinu

1
arNag A Nap =~ Z Sgn(T) Ar(1)lr(2) - - - Cr(r)s (1.3.8)
7!
7T€Sr
kde suma prochdzi vsechny mozné permutace 7 prvkua {1,2,...,r}. Antisymet-

rie vnéjsiho soucinu zarucuje, ze soucin je nulovy, pokud jsou dva libovolné vek-
tory stejné a tim padem je nulovy, pokud jsou vektory v soucinu linearné zavislé.
Pro soubor vektort {ey, e, ..., €.} ortogonalnich vici vnitinimu sou¢inu prechazi
vnéjsi soucin na geometricky diky antikomutativité ortogonalnich vektoru

egANesN...\Ne. =e€és...6,. (1.3.9)
Pro vektory aq,as, ..., a, lze vzdy najit ortogonalni vektory ey, es, ..., e, takové,
7€

airNag N ... Na, =ejey...e,. (1.3.10)

V eukleidovskych prostorech toho muzeme docilit Gram-Schmidtovym ortogona-
lizaénim procesem. V pripadé, ze kvadratickd forma () neni pozitivni, muzeme
uvazovat matici

Gij = G4 * 4y, (1311)

ktera je symetrickd a tim padem diagonalizovatelna na diagonalni matici D skrze
ortogonalni matici X
XGX™! =D. (1.3.12)
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Matice X definuje novy soubor vektoru {ey}
er, = Xg;a;, (1.3.13)
kde stejné jako dale v textu pouzivame sumacni konvenci. Pro nové vektory plati
e - e; = (Xigar) - (Xjiar) = X X;,Gpy = Dy (1.3.14)
7 toho plyne, ze v geometrickém soucinu spolu antikomutuji, a proto

eiey...e,=etNesN...\Ne,
= (Xigy ) N (Ragyan,) Ao A (X, an, )
=det(X)a; Aas A ... A ay,

kde determinant vyjde diky totalni antisymetrizaci ve vnéjsim soucinu. Navic
det (X) = +1, kde zdporného znaménka se muzeme zbavit prohozenim poradi
dvou vektoru nové baze.

Vnéjsi soucin ndm dovoluje zavést fad multivektoru tak, ze vnéjsi soucin r
vektoru ma rad r. Pokud se da multivektor zapsat jako vnéjsi soucin vektoru,
fekneme, ze je rozlozitelny. Rozlozitelné multivektory fadu r budeme nazyvat
prevzatym vyrazem r-blade. Linedrni kombinace r-bladu tvori podprostor geome-
trické algebry, protoze soucin s antikomutujicich vektoru nelze zapsat jako soucet
sou¢inu r,r # s, antikomutujicich vektoru. Obecné méa multivektor tad r, pokud
lze zapsat jako linedrni kombinace r-bladu, takovy multivektor budeme zkracené
nazyvat r-vektor. Multivektory psané velkymi pismeny s indexem napt. A, budeme
povazovat za r-vektory, pokud nebude teceno jinak.

Zvolime-li nyni ortonormélni bézi {e;} vektorového prostoru, ze kterého al-
gebru generujeme, pak soucin r ruznych bazickych vektoru bude diky vzajemné
antikomutativité totalné antisymetricky a tedy r-bladem. Oznacime-li podprostor
r-vektorti v Gy jako G a QJOV = R, muzeme Gy napsat jako direktni soucet téchto
podprostoru

N
Gy = @g}v, (1.3.15)
r=0

Dimenze kazdého podprostoru je dana jako pocet r-prvkovych podmnozin v mnoziné
o N prvcich, protoze zaména poradi vektoru v souc¢inu ma vliv pouze na vysledné
znaménko. Dimenze je tedy dana kombina¢nim ¢islem

dim Gy, = (ZZ) (1.3.16)

7 toho plyne, ze dimenze celé geometrické algebry je

N N
dimGy =) dimGy =) (]j) — 9N, (1.3.17)
r=0

= r=0
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Diky (1.3.15) muzeme zavést (), operator projekce na podprostor r-vektort. Pro
obecny multivektor A nazyvame hodnotu (A) r-vektorova ¢ast A. Zaroven bu-
deme pouzivat znaceni pro projekci na skalary, kde budeme dolni index vynechavat

(A), = (A) . (1.3.18)

Abychom redukovali pocet zavorek, zavedeme poradi operaci tak, ze vnitini,
vnéjsi a pozdéji definovany komutatorovy soucin maji prednost pred geometrickym
soucinem. Napiiklad a -bc = (a - b)c.

S vyuzitim asociativity geometrického soucinu a vztahu ab = 2(a - b) — ba pro
dva vektory a, b muzeme souc¢in vektoru a s r-tici vektoru aq, as, ..., a, vyjadrit

aaias ...G, =24 - a1 a9 ...0, — G1Q03 . . . Ay

=2a-a10y...0, —2a - 050103 ...0Q, + A102003 . . . Gy

T

=2y (-D*"a-apay...dap... a0+ (=1)"ay...aa, (1.3.19)

k=1
kde héacek znaci, ze je dany symbol ve vyrazu vynechdn. Vezmeme-li za aq, as, . . . a,
r-tici antikomutujicich vektoru eq, e, . .., €., jejichz soucin tim padem dava néjaky

r-blade A, = ejes ... e,, muzeme psat

% (@A, — (=1)"Aya) = Z(—l)kHa ceper...Cp... e (1.3.20)

k=1

Napravo se s¢itaji souciny r — 1 antikomutujicich vektoru tedy (r — 1)-vektory.
Z toho pak plyne, ze i vyraz na levé strané musi byt (r — 1)-vektor. Budeme ho
znacit )
5 (aA, — (—1)"Aa). (1.3.21)
Takto definovany vnitini soucin je ve schodé s nasi predchozi definici vezmeme-li za
A, néjaky vektor b (multivektor fadu 1). Dale ukdzeme, ze zbyvajici ¢ast souc¢inu
odpovida vnéjsimu soucinu

a-A, =

1
anA, =ad, —a- A, = 3 (ad + (1) Aa). (1.3.22)
Diukaz provedeme indukci. Pro » = 1 dostavame

1
— (ae; —eja) = a Ney, 1.3.23
2
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coz odpovida definici vnéjsiho soucinu. Pro indukéni krok predpokladame, ze vztah
plati pro (r — 1)-vektory. Vnéjsi soucin rozepiseme podle definice a upravime

1
NerAeg AL .. Nep = e
a €1 €9 (& r+1a€162 (&
1 T
+T+1Z(—l)kek(a/\el/\.../\ék/\.../\er). (1.3.24)

k=1
Vyuzijeme indukéniho predpokladu a upravime

T

S (—DFer(aher A Neg Ao Ney)
k=1

1 T
=3 Z(—l)kek (aer...é...e,+ (=1)Ter...é,...e0a)
k=1

1 T
=5 ;(—1)kekael e B g(—l)releg .. e

T

,
= (—1)k(a-ek)el...ék...er+5(ael...er—k(—l)’"el...em)

=——(ae;...e, — (=1)"e1...e.a) + g (aey...e, +(—1)"e;1...€.0q)
—1 1
:T2 ael...er+r—; (—1)"e;...e0a.

Dosadime-li toto do (1.3.24) ziskdme okamzité
1
aNA = 3 (@A, + (—=1)"Aa). (1.3.25)

Soucin vektoru a r-vektoru tedy muzeme rozdélit na ¢ést s fadem o jedna mensi
a vyssi

ad, = (aA,), ; + (aA,) (1.3.26)

r—+1"
kde
a-A, = (aA,)

aN A, = (aA,) (1.3.27)

r—1- r+1-°

S vyuzitim rozkladu soucinu vektoru a r-vektoru muzeme opakovanou aplikaci
odvodit rozklad pro soucin r-bladu a néjakého s-vektoru

A,B, = (A,B,),_ + (4B, g+ +(AB), . (1.3.28)

Jelikoz soucin je distributivni a projektory linearni, plati tento rozklad pro soucin
libovolného r-vektoru a s-vektoru. Vnitinimu a vnéjSimu souc¢inu budou odpovidat
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cvN s

Ar-Bo=(ABy), . (1.3.29)
A, A By = (ABy), ., (1.3.30)

Asociativita vnéjsiho souc¢inu piimo plyne z rozkladu (1.3.28) a asociativity geo-
metrického soucinu:

(Ar ANB)NCy = (ABy),, ,NCy = ((ArBs)Cy) oy sy = (Ar(BsCy)),y gy - (1.3.31)
Podobnou argumentaci lze dokazat vztah
A (Bs-Cy) = (A, ANBy)-Cy r+s<t;r,s>0, (1.3.32)
ktery se ukaze uzitecny zejména pro vektory
a-(b-A)=(aNb)-A., r>2. (1.3.33)

Pfi praci s geometrickym soucinem, ktery je nekomutativni, hojné vyuzijeme
operaci reverze, neboli obraceni potadi nasobeni. Reverze na soucin vektoru pusobi
—_ N ——

(ab...c) =c...ba. (1.3.34)

Na r-blady jeji pusobeni muzeme odvodit tak, ze dany r-vektor A, rozepiSeme na
soucin r antikomutujicich vektoru

~ r(r—1)

A, =(e1ea...¢) =ep...e9e0 = (—1)" 2 ereq...6,. (1.3.35)

U r-bladu tedy dojde na zdkladé fadu ke zméné znaménka

~ r(r—1)

A, =(-1) A,. (1.3.36)
Operaci reverze pak linearné dodefinujeme pro libovolny multivektor.

Na geometrické algebfe muzeme zavést také skalarni soucin dvou multivektoru
A a B jako

<213> . (1.3.37)

Navic podle (1.3.28) muzeme usoudit
<ETBS> —0 r#s, (1.3.38)
<ZTBT> —A,-B, =B, A = <§TAT> . (1.3.39)
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Linearita plyne z distributivnich zakonu pro geometricky souc¢in a linearity pro-
jekce. Vidime, ze jednotlivé podprostory G, jsou pii tomto soucinu navzijem or-
togonalni. Pozitivni definitnost pak staci ovérit pro blady. Méjme A, = ey ...¢€,,
potom

1A = (AA) =e ...erer...er = e lleal*- .. &> >0,  (1.3.40)

nachazime-li se v eukleidovském prostoru. V eukleidovském prostoru se jedna o
skalarni soucin, ktery na geometrické algebie indukuje i normu, a tak lze alge-
bru chapat jako normovany vektorovy prostor. Norma na geometrické algebte je
podstatna pro geometrickou analyzu.

Nyni se kratce vratime k vektorovému souc¢inu. Méjme dva linedrné nezavislé
vektory a a b. Uhel mezi nimi oznaéime 0, potom algebraickymi tupravami dosta-
neme

(a Ab)? = (m-n)? — ad®

= (cos20 — 1) [lal* [Ib]]* = — [}a]|® ||b]|? sin? 6. (1.3.41)

Norma bivektoru a A b tedy odpovida obsahu rovnobézniku se stranami danymi
vektory a a b. (Pro obecné r-blady je jeho norma rovna objemu piislusného rov-
nobéznosténu.) Nyni uz je jasné, ze vektorovy soucin neni nic jiného nez bivektor
zobrazeny na vektor podle (1.2.5):

axb=—IlaNb. (1.3.42)

Je evidentni, ze v ramci geometrické algebry je vektorovy soucin zbytecny a
symbol x uvolnime ve prospéch komutatoru dvou multivektori A a B, ktery de-
finujeme:

Ax B ==(AB — BA). (1.3.43)

1
2
Ma nékolik spolecnych vlastnosti s komutatorem matic, které zde nebudeme do-
kazovat. Je antisymetricky, linearni, spliuje Jacobiho identitu

AX(BxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0 (1.3.44)
a splnuje Leibnizovo pravidlo vzhledem ke geometrickému souc¢inu
Ax (BC)=(Ax B)C+ B(AxCC). (1.3.45)
Vsimnéme si, ze komutédtor vektoru a bivektoru diky (1.3.21) pfechazi ve vnitini
soucin:

a-B=axB.
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1.3.1 Pseudoskalar a projekce

Pseudoskalar I celkové algebry je dan vnéjsim soucinem vsech vektoru onrto-
normalni baze daného prostoru. Je to prvek s nejvyssim radem N a navic definuje
orientaci daného prostoru. Vynasobime-li néjaky r-vektor A, s pseudoskalarem I,
dostaneme (N — r)-vektor. Tomuto pritazeni r-vektoru a (N — r)-vektoru fikdme
dualita, nebo dudl. V prostorech s lichou dimenzi pseudoskalar komutuje s vek-
tory, a tak komutuje se vSsemi multivektory. Obecné vzdy komutuje s multivektory
sudého fadu. Tato pozorovani muzeme souhrné sepsat

TA, = (=1)"'™=YAT. (1.3.46)

Diky pseudoskalaru muzeme zaménovat vnitini a vnéjsi soucin

a-(Ad) = % (aA,I — (=1)N""A, Ia)
_ % (aA, T — (—1)N"(~1)¥"1A,al)
1
=5 (aA, + (—1)"Aya) I
=aNA I (1.3.47)

V této céasti se omezime na eukleidovské prostory, abychom se vyhnuli pa-
tologickému ptipadu r-bladu s nulovou normou. V prostoru, kterym generujeme
geometrickou algebru, uvazujme néjaky r-dimenzionalni podprostor V,.. V ném
zvolime ortogonalni béazi ay,as, ..., a,, potom k podprostoru V, muzeme priradit
r-blade A,:

A, =aay...a,. (1.3.48)

Naopak vezmeme-li néjaky r-blade A,, muzeme ho napsat jako soucin r antikomu-
tujicich vektoru aq, as, . . . a,, které pak tvoii ortogonalni bazi néjakého podprostoru
V.

Je evidentni, ze toto pritazeni podprostor <+ blade je vzajemné jednoznacné az
na skalarni nasobek. Jednotkovy blade pritazeny k podprostoru V,. budeme nazyvat
pseudoskalarem podprostoru V,., protoze stejné jako pseudoskalar celé algebry je
dan souc¢inem vsech bazickych vektoru.

Zajima-li nas ortogonalni projektor na podprostor V., jeho pusobeni muzeme
zapsat skrze A,

b=bA A =(b-A +bNA)A (1.3.49)

Tvrdime, zZe ortogonalni projekce b do podprostoru V, je dana jako
b” =b- ATA;l. (1.3.50)
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To muzeme nahlédnout rozepiSeme-li souc¢in pomoci (1.3.20)

T

b=b- AA =S boapat =S b 2 Tk 1.3.51
Il r ; Q. a;, ; ||ak:|| ||ak||7 ( 35)

J— ak
— lakl?
plyne, ze ortogonélni projekce do ortogonalniho doplinku V, je

protoze a,;l . Ptedpis vyse uz odpovida klasické ortogonalni projekci. Z toho

b—b” =b, :b/\ATA;l. (1352)

Stejnym predpisem jako pro vektory bychom mohli definovat projekci i pro
obecné multivektory, nebudeme zde diskutovat néjak podrobné, pro¢ tomu tak je,
ale ilustrujeme projekci multivektoru na ptikladu s bivektorem.

Obréazek 1.2: Projekce bivektoru a A b do podprostoru daného bivektorem e;es.
Zacneme-li s néjakym bivektorem a A b, intuitivné bychom projekci do podpro-

storu daného jednotkovym r-bladem A, definovali jako vnéjsi sou¢in ortogonalnich
projekci vektoru a a b, viz obr . 1.2,

(CL VAN b)” =aq| N bH' (1.3.53)
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V podprostoru daném A, zvolime ortonormalni bazi aq, as, . . . , a, tak, ze rozlozime
A, = ajas . ..a,. Ukdzeme, ze z predpisu

(aAb) = (aAb)- A AT (1.3.54)

dostaneme nasi intuitivni predstavu (1.3.53). Vyuzijeme vztahu pro vnitini a vnéjsi
soucin (1.3.33) a dvakrat za sebou rozepiSeme vnitini soucin jako v (1.3.20)

(anb)-AA T =a-(b-A)A?

=q - (Z(—l)kﬂba]ald]ar) AT_I

j=1
= Z(—l)H—j(G : a,)(b : aj)al c. Cvll .. .aj e QG ... G207

i,j=1

i#]

= Z (a-a;)(b-aj)aa; = Z (a-a;a;) N (b-aja;)
i,j=1 tj=1
i#]

=a| N bH‘

Tento vztah pak muzeme linedrné rozsitit na libovolny bivektor B
BH =B- ATA;l. (1355)

U bivektoru a obecné ostatnich multivektoru uz neplati, ze zbytek po odec¢teni
ortogonalni projekce dava cast lezici zcela v ortogonalnim doplnku. Toto je jasné
z jednoduché uvahy pro blade a A b

a/\b:(a||—|—aL)/\(b||—|—bL):a“/\b”—i-aH/\bL—I—aL/\b”—i-aL/\bL. (1.3.56)

Je vidét, ze dostdvame i casti, které lezi castecné v prostoru, do kterého jsme
provadéli projekci. Pouze vyraz a; A by lezi zcela v ortogonalnim dopliiku. Cést

(a/\b)x =a||/\bJ_+aJ_/\bH (1.3.57)

budeme nazyvat mizace bivektoru a A b, viz obr. 1.3. Ukazeme, Ze ji muzeme
spocitat jako
(anb)x = (aAb) x A AL (1.3.58)

Rozepiseme-li kazdy z vektoru na soucet projekce a dopliku, pak staci diskutovat
komutativitu téchto ¢astis A,. V podprostoru daném A, zvolime ortonormalni bazi
ai,ap,...,a, tak, ze A, = ajay...a,. Vektory a| a b jsou linedrnimi kombinacemi
téchto vektoru, kazdy z ¢lent linedrni kombinace jednou komutuje a (r — 1)-krat
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antikomutuje s vektory tvotici rozklad A,.. Vektory a, a b, jsou kolmé na vSechny
vektory aq,as,...,a., a proto se vSemi antikomutuji. Z tohoto pozorovani plyne,
ze souciny a|by, bya), a1 by, bra; komutuji s A,, a proto i vyrazy a; A by, ay Aby
komutuji s A,. Obdobné pak vyrazy ay Ab, = a)by, ai Abj = a by antikomutuji
s A, a tak dostavame

(CL/\ b) X ATA;I = (a” AbL +al A bH)ATAT_l =a| A b, +a; A b”. (1359)
Pro obecny bivektor B tento vztah definujeme linearnim rozsifrenim

By = B x A AL (1.3.60)

Obrazek 1.3: Obé c¢asti tvorici v souctu mizaci bivektoru a A b vzhledem k pod-
prostoru danému bivektorem ejes.

Nyni lehce odboc¢ime, protoze mame pripravenou pudu pro to, abychom ukézali,
ze komutator r-vektoru s bivektorem je opét r-vektor. Pro blade a A b uz vime:
(a/\b) x A, = (a” /\bJ_‘i‘(lJ_/\bH)AT, (1.3.61)

vnéjsi souciny na pravé strané muzeme nahradit geometrickymi, protoze jde o
vnéjsi soucin ortogondlnich vektoru. Vyraz b, ajA, je evidentné r-vektor. Soucin
ajA, musi byt (r — 1)-vektor, protoze

a) N\ A, =0, (1.3.62)
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a by je kolmy na vSechny vektory v podprostoru daném A,, proto soucin b a4, je
r-vektorem. Obdobnou argumentaci toto dokdzeme i pro soucin a, by A,. Linedrnim
rozsitenim je tento fakt platny i pro obecné bivektory. Vezmeme-li za r-vektor bi-
vektor, dostaneme vysledek, ze komutator bivektoru s bivektorem je opét bivektor.
Navic diky vlastnostem komutatorového soucinu tvoii bivektory s komutatorovym
souc¢inem Lieovu algebru.

Zbyvajici zcela kolmou ¢ast néjakého obecného bivektoru B dostaneme jako

B, = BANAAT (1.3.63)

protoze soucin bivektoru a r-vektoru muzeme rozepsat jako
B =BAA " = ((BA,), o+ (BA,), + (BA,),,,) 4, (1.3.64)
=(B-A,+BxA,+BAA)A! (1.3.65)
= B+ Bx + B.. (1.3.66)

1.3.2 Zrcadleni a rotace v RY

V této casti budeme vychazet z Cartan-Dieudonného véty, jejiz diukaz lze nalézt
napiiklad v [4, str. 77-78].

Véta (Cartan-Dieudonné). Bud V wvektorovy prostor nad télesem redlngjch cisel
dimenze N € N a h : V xV — R reqularni symetrickd bilinedrni forma na
V. Potom kaZdd ortogondlni transformace V' lze zapsat jako sloZeni nejvyse N
zreadlent.

Meéjme jednotkovy vektor n a chceme podle roviny kolmé na n zrcadlit vek-
tor a. Rozlozime a na ¢ast rovnobéznou s n a kolmou na n, tj. rozkladame do
jednorozmérného podprostoru daného n.

q=a-nn"", a =aAnn . (1.3.67)

Zajima-li nas zrcadleni v roviné kolmé na n, pak a, zistane nezménéné a a| se
vynasobi (—1) a dostaneme

d=—-aj+a.=(—a-n+aAn)n " =—(n-a+nAan"" =—nan"". (1.3.68)
Vysledek o’ zrcadleni vektoru a podle roviny s normaélou n je
a = —nan~". (1.3.69)

Stejnou transformaci dava i vektor —n, z toho plyne, ze zrcadleni jsou dvojnasobné
pokryta jednotkovymi vektory. Podle Cartan-Dieudonného véty pak libovolnou
ortogonalni transformaci 7" muzeme zapsat s vyuzitim geometrické algebry jako

T(a) = (—)*Ual, U =uy...u, (1.3.70)
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kde uy, ... u, k < N jsou normalové vektory nadrovin, podle kterych se provadéji
zrcadleni, na ktera lze transformaci 7' rozlozit. Pro multivektory U mimo jiné plati

UU = UU = (-1)?, (1.3.71)

kde s je pocet vektoru v U, které maji zaporny kvadrat.

Vidime, ze grupu ortogondlnich transformaci muzeme v geometrické algebie
reprezentovat grupou generovanou souciny jednotkovych vektoru. Tato reprezen-
tace grupu ortogonalnich transformaci dvojndsobné pokryva, nebot multivektor
—U d&ava stejnou transformaci jako U. Grupu generovanou souciny jednotkovych
vektoru nazyvame pin grupou. Prvky pin grupy muzeme rozdélit na prvky tvorené
sou¢inem lichého a sudého poctu vektoru, prvky tvorené souc¢inem sudého poétu
vektoru tvori podgrupu, kterou nazyvame spin grupa. Prvky R spin grupy spliujict
podminku RR = 1 se nazyvaji rotory a tvoii podgrupu spin grupy.

Déle budeme hovorit o rotacich v eukleidovskych prostorech, kde jsou spin
grupa a grupa rotoru totozné. Méjme nyni priklad jednoduché rotace, ktera vznikne
slozenim dvou zrcadleni prvné podle nadroviny kolmé k jednotkovému vektoru m a
poté podle nadroviny kolmé k jednotkovému vektoru n. Oznac¢ime R = nm rotor,
ktery tuto transformaci realizuje. Uhel mezi vektory m a n oznacime jako g. Rotor
R pak muzeme psat ve tvaru

. _0 mAn
R =nm =cos - — Bsin- = e 25, B=—F,
2 2 sin 3
2
o . B
R:mn:cos§+38m5:e2 ,

kde jsme vyuzili 1.3.41. Rotovany vektor a muzeme rozdélit na ¢ast a; kolmou na
vektory m a n, kterd pak komutuje s I, a na ¢dst a| lezici v roviné dané vektory
m a n. Rotace dana rotorem R ponechdvd a; nezménéné a a| podléha rotaci o
thel 0 v roviné dané vektory m a n

Raé = R(CLJ_ -+ CL||)1’::€ = aLRE + G_gBCLHGgB =a; + €_gBCLH€%B. (1372)

Campbel-Hausdorffové formuli budou opét dané exponencidlou z bivektoru
0 ® 1 1
exp(—ﬁB) exp(—gC) = exp(—ﬁ(GB + ¢C) — Z—lecp(B xC)+...), (1.3.73)
kde v sumé pak néasleduji vyssi fady komutatoru B a C. Jelikoz jsou bivektory

uzaviené vuci komutdatoru, pak vysledek sumy (pokud konverguje) bude také bi-
vektor.
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Rotaci vektori muzeme primocare rozsitit na soucin vektoru. Rekneme-li, ze
rotace soucinu vektoru aq, as, . . .a, je soucin rotovanych vektoru, dostavame

RalﬁRazﬁ. .. Ra,ﬁ = Rajasy . .. arﬁ. (1.3.74)

Na zakladé tohoto vysledku definujeme rotaci libovolného multivektoru A stejnym
predpisem, jako mame pro vektory

A" = RAR. (1.3.75)

Rozvedeme-li tento predpis do prvniho fadu v 6, ziskdme podobu infinitesimalni
rotace ,

R(O)AR(0) = e 2P 4e2® = A+ (A x B) + O(6?). (1.3.76)

1.3.3 Reciproka baze

Pojem reciproké baze bude vyhodny zejména pro praci se slozkami vektoru. Méjme
néjakou bazi vektorového prostoru {e,}, potom reciprokou béazi {e*} definujeme

vztahem
ete, =0 Vi j, (1.3.77)

kde ¢# je Kroneckerovo delta. Vektory reciproké baze tizce souvisi s bazi dualniho
vektorového prostoru tak, ze pohybujeme-li se v eukleidovském prostoru, pak po-
moci Rieszova lemmatu muzeme vektory dudlni baze reprezentovat vektory {e*}
v puvodnim vektorovém prostoru. Nadale budeme pouzivat Einsteinovu sumacni
konvenci, ze pokud se ve vyrazu opakuji dva stejné indexy, kdy jeden je nahoie
a druhy dole, pak se pfes né s¢itda pres vSechny mozné hodnoty daného indexu.
Soutadnice vektoru a zavedeme klasicky jako koeficienty linedrni kombinace

a=a'e, = a,e’, (1.3.78)
a =a-e", (1.3.79)
a, =a-e,. (1.3.80)
Zavedeme-li metricky tenzor g,, a jeho inverzi g
G =€ us (") = (gu) ™, (1.3.81)
pak pro vektory reciproké baze muzeme psat
el = g"e,. (1.3.82)

Jednoduse ovérime, ze splnuji definiéni pozadavek

et e, =g"%, e, = g" gy = 0L (1.3.83)

Metricky tenzor nam dovoluje zvysovat a snizovat indexy jak u souradnic, tak u
bazickych vektort, potazmo multivektoru.
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1.3.4 Linearni operatory a multivektory

Linearni operator F zobrazujici vektorovy prostor V do V' se vyznacCuje zejména
vlastnosti linearity

F(x + \y) = F(z) + AF(y).

Rozsiteni linedarniho zobrazeni F na multivektory provedeme postupnou konstrukei.
Zaprvé definujeme, jak pusobi na blady

FlanbA---Nc)=F(a) NF(b) A--- ANF(c), (1.3.84)

coz je velmi intuitivni ptistup. Uvazujme napiiklad rotaci. Mame-li bivektor a A b,
ktery odpovida néjakému rovnobézniku, pak po rotaci dané linearnim operatorem
R bychom chtéli, aby byl otocen i rovnobéznik aAb. Toho dosdéhneme jednoduse tim,
ze otocime oba dva vektory, které ho definuji. Dostaneme R(a A b) = R(a) A R(b).

Skrze linearitu muzeme rozsitit pusobeni libovolného linearniho zobrazeni F na
vSechny multivektory v dané algebte s tim, ze pro skalary definujeme:

Fla) = a. (1.3.85)

7 konstrukece je pak jasné, ze vysledné zobrazeni F bude linearnim zobrazenim na
dané geometrické algebie

F(A+ AB) = F(A) + AF(B). (1.3.86)

Rozsiteni linearnich operatoru na celou geometrickou algebru nabizi hlubsi
vhled do spektralni teorie. Vlastni ¢islo A a ptislusny vlastni vektor e linearniho
operator F jsou dany rovnici

F(e) = Ae. (1.3.87)

Vlastni ¢isla A\ se pak hledaji jako kofeny charakteristické rovnice
det(F — \id) =0, (1.3.88)

kde id znaci identicky operator. Koteny této rovnice mohou obecné vyjit jako kom-
plexni ¢isla. Je zvlastni, pro¢ by ndm pro redlny linearni operator na realném vekto-
rovém prostoru méla vyjit komplexni vlastni ¢isla. Vhled nabizi koncept vlastnich
bladi, kterym rozsifime pojem vlastniho vektoru. A, je vlastni r-blade prislusny
k vlastnimu ¢islu A linedrntho operatoru F, pokud spliuje rovnici

F(A,) = AA,. (1.3.89)

Typickym zastupcem operatoru s komplexnimi vlastnimi ¢isly je operator ro-
tace. Pro urcitost si vezmeme rotaci v trojrozmérném prostoru o ihel 6 v roviné
dané bivektorem Bs, tj. v roviné xy. Operator rotace R ma spektrum

o(R) = {1,e" e}, (1.3.90)
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Operator rotace R je zprosttedkovan rotorem R = 6_2B37 proto dostavame

]

R(B;) = e 253 ByePs = B, (1.3.91)

B3 je tedy vlastni bivektor s vlastnim ¢islem 1, coz dava geometricky smysl, protoze
rovina dand bivektorem Bs pii rotaci zustava nezménéna.

D4 se ukazat, ze pseudoskalar I patiicné geometrické algebry je vlastni mul-
tivektor vSech linedrnich operatoru s piislusnym vlastnim cislem je determinant
daného linearniho operatoru

F(I) = det(F)I. (1.3.92)
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Kapitola 2

Zakladni pojmy geometrické
analyzy

V této kapitole se budeme zabyvat zdkladnimi pojmy geometrické analyzy, jako
jsou funkce s oborem hodnot v geometrické algebte, vektorova derivace a nako-
nec orientovany integral. Pro jednoduchost se budeme zabyvat pouze funkcemi
definovanymi na R".

2.1 Operator vektorové derivace

Jelikoz na geometrické algebre umime zavést normu multivektoru diky skalarnimu
soucinu (1.3.37), lze ji povazovat za normovany vektorovy prostor, a proto v ni
mame dobfe definovany pojem limity. To ndm umoznuje definovat derivaci funkce
F : R — Gy pomoci limity

(2.1.1)

Pro funkci F' : RN — Gy miizeme pomoci limity definovat smérovou derivaci ve
sméru néjakého vektoru a € RY

a-VF(z)=lim Fla+ea) - F(x)

lim - (2.1.2)

Nyni definujeme operator vektorové derivace V jako objekt, ktery ma algebraické
vlastnosti vektoru a jeho vnitini souc¢in s jinym vektorem davéa smérovou derivaci

a-VF(z)=lim Fla+ea) - F(x)

e—0 g

(2.1.3)
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Méjme né&jakou konstantni béazi {e;} s reciprokou bazi {e*}. Jelikoz V je vektor,
potom ho muzeme napsat jako linedrni kombinaci vektoru béze

V:ekek~V:ek% = e~ o, (2.1.4)

kde jsme tradicné oznacili derivace v soutadnicovych smérech jako a%k = O. Ze
souradnicového vyjadieni je vidét, jakym zpusobem operdtor vektorové derivace
kombinuje algebraické vlastnosti vektoru s diferencidlnimi vlastnostmi smérové de-
rivace. Za pomoci (2.1.4) lze piimocafe ziskat vztahy pro derivaci souctu a soucinu

V(F+G)=VF + VG, (2.1.5)
V(FG) = VFG + VFG. (2.1.6)

Tecka znaci, ktera funkce mé byt ve vyrazu derivovana. Pro prvni vyraz bychom
mohli pouzit zdvorek a psat VEG = (VF)G, avsak pro druhy zavorky pouzit
nemuzeme, nebot geometricky souéin neni obecné komutativni. Oznacéime-li V,
vektorovou derivaci pusobici na funkce proménné y, mizeme vyraz VFG zapsat
jako

VFG = V,(F(2)G(y))|,_. = " FoG, (2.1.7)
tedy cleny bez tecky povazujeme za konstantni vuci derivaci. Pokud se ve vyrazu
nevyskytuje tecka nad V, pusobi derivace na prvni ¢len napravo od V. S touto
konvenci pak muzeme zapsat jinou podobu Leibnizova pravidla pro souéin

FVG = FVG + FVG (2.1.8)

|y:x

Kdyz V je vektor, pak by néas zajimalo ¢emu je rovna jeho druhd mocnina.
Algebraicky by to mél byt skalar. Zac¢neme s nékolika pozorovanimi. Zaprvé jelikoz
V je vektor, muzeme soucin VF psat také jako

VF =V -F+VAF. (2.1.9)
Dale vnéjsi soucin V s V dava
VAV =e"0p Nel0; = (¥ N ed)0r0; = 0, (2.1.10)

nebot parcidlni derivace jsou, jak piedpokldddme, zdménné a vektory baze e* kon-
stantni. Dostavame tedy

V*F = (V-V)F. (2.1.11)
Zvolime-li nyni konstantni ortonormélni béazi {e;}, pak je sama sobé reciprokou,
tj. plati e, = e*, potom pro V? ziskdvame

O*F
Lk
coz neni nic jiného nez Laplaceuv operator a tedy
V= A. (2.1.13)
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2.1.1 Gradient, divergence a rotace

Nase volba znaceni a vysledek V? = A nenf ndhodou. Operator vektorové derivace
uzce souvisi s diferencialnimi operatory gradientu, divergence a rotace. V této casti
budeme znaéit vektory v R? tuéné véetné operdtoru vektorové derivace. Uvazujme
nyni skalarni pole ¢. Aplikujeme-li V na ¢, dostavame z rovnice (2.1.9)

Vo=V Ap=cop. (2.1.14)

Vektorova derivace dava gradient skaldrnich poli. Budeme-li nyni uvazovat zatim
v obecné dimenzi vektorové pole f(z), muzeme podle (2.1.9) rozdélit V f na sy-
metrickou a antisymetrickou ¢ast. Symetrickou ¢ast budeme nazyvat divergence a
je rovna

V- f=0,e" f)=onf", (2.1.15)
coz splyva s definici divergence na R3. Déle ndm zbyv4 antisymetricka ¢ast soucinu,
kterou budeme nazyvat vnéjsi derivace. V soutadnicich lze vyjadrit jako

VAf=e"ANeo.f;. (2.1.16)
Vezmeme-li v R? standardni bazi, pak pro slozky vnéjsi derivace miZeme psat
V A f =e;p N €jakfj = EkjiBiakfj. (2117)

Z toho je vidét, ze vnéjsi derivace ma stejné slozky jako operator rotace, avsak ro-
taci v R? chapeme jako vektor, kdezto vngjsi derivace vektorového pole je bivektor,
proto je obtizné definovat rotaci nad ramec R?, nebot pouze v R? lze ztotoziovat
vektory a bivektory. Obecné se rotace definuje na urovni diferencialnich forem.
Rotaci se pak rozumi 2-forma, ktera je vnéjsi derivaci 1-formy.

Souvislost mezi vektorovou derivaci a diferencidlnimi operatory na R?® muzeme
shrnout v nésledujicim ptehledu, kde ¢ je skalarni pole a f je vektorové pole

Vi = grad ¢, (2.1.18)
Vf =div f+ Irot f. (2.1.19)

S vyuzitim geometrického sou¢inu a operatoru vektorové derivace se zjednodusi i
odvozovani diferencidlnich identit

div(ef) =V - (pf) = Ok(vex - f)
= (k) fr. + @Ok(ex - f)
(Vo) - f+oV - f
= (grad ) - f + pdiv f.
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Nebo pro Laplaceuv operator pusobici na vektorova pole dostaneme

Af=V’f=V(V-fF+VAS)
=V(V-f)+ V- (VAf)+ VAVAS
=V(V-f)—V-(VAFI?
=V(V-f)—VA(VAFDI
=V(V-f)—IVAIVAF)
= grad div f — rotrot f,

kde jsme vyuzili (1.3.47) a toho, Ze v trojrozmérném prostoru pseudoskaldr I ko-
mutuje se vSemi multivektory.

2.2 Orientovany integral

Cilem v této c¢éasti bude intuitivné zavést integral multivektorovych funkei pres
d-dimenzionélni varietu M vnotenou do RY. Navic budeme pozadovat, aby tato
varieta byla orientovatelna. To nam umoznuje dobie definovat funkci jednotkového
pseudoskalaru Iy (z), kterd urcéuje tecny prostor a orientaci variety. Vice o pseudo-
skaldru () a jeho konstrukei rozebirame na zac¢dtku kapitoly 4. Integral funkce
F: M — Gy pres M definujeme pomoci Riemannovy sumy jako

n
/ dXF = lim Y " AX () F (), (2.2.1)
kde body zj jsou body néjakého déleni M a AX(z}) jsou piislusné orientované
objemy. Integral tedy ziskame jako limitu vice a vice jemnéjsich déleni. Pro piipad
d = 1 dostavame orientovany kiivkovy integral, kde konstrukce orientovanych
objemu prechdzi v orientované usecky, tedy vektory spojujici vzdy dva sousedni
body déleni. Pokusime se ilustrovat konstrukci Riemannovy sumy pro piipad d = 2,
ktery bude slouzit k zobecnéni na obecné d.

Na dvourozmérném povrchu vybereme mnozinu bodu, ktera bude predstavovat
nase déleni. Kazdé tti sousedni body pak definuji trojihelnik, neboli dvourozmeérny
simplex. Tyto trojihelniky ndm s jistou presnosti aproximuji nasi dvourozmérnou
varietu M. Je jasné, ze pokud zvolime vice bodu a tim padem vice trojihelnik,
pak nase aproximace bude presnéjsi a v limité ziskame varietu M. Trojihelniky
maji orientaci danou poradim prochézeni jejich vrcholu a jejich orientaci volime
tak, aby pro kazdé dva sousedni trojuhelniky byla jejich sousedni hrana prochézena
v opa¢ném sméru, viz obr. 2.1. Méjme nyni body x¢, x1, x5 sousedni body déleni
a definujme vektory

€1 =1 — Xy €2 =T — Xy. (222)
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Obrazek 2.1: Triangulace dvourozmérného povrchu s vhodnou volbou orientace
jednotlivych simplexu.

Orientovanou plochu AX, pak definujeme jako

1 1
AX =1 Aey = (o1 Ay + 32 ATo+ 0 A ). (2.2.3)

ry
AX

M 2

Lo

Obrazek 2.2: Bivektor AX reprezentuje jeden ze simplext triangulace néjaké dvou-
rozmeérné variety.

Takto definovany bivektor AX ma orientaci odpovidajici xg — x1 — z9 — X9

a velikost rovnu obsahu trojihelniku s vrcholy zg, 1, x5, viz obr. 2.2. Oznacime-li
F prumér integrované funkce ptes vrcholy trojihelniku, pak muzeme psat

n—0o0

/ dXF = lim Y AX*F*, (2.2.4)
M k=1
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kde suma prochézi vSechny trojihelniky. Uplné stejnou konstrukel muzeme dostat
i integraly

FdX = lim Y FFAXF, (2.2.5)
/., LD
/ FdXG = lim »  FFAX*GF. (2.2.6)
M n—oo 1

Pro obecné d-dimenzionalni povrch provedeme jeho tzv. triangulaci za pomoci
simplexu, které opét budou spliovat, Ze jejich orientace je takova, ze stény sou-
sednich simplexi maji opacnou orientaci. Pro dostateéné jemna déleni variety M
muzeme orientovany element objemu AX nahradit pseudoskaldrem variety I (z)
jako

AX(z) =|AX (z)| Im(x), (2.2.7)
kde |AX (z)| predstavuje velikost objemového elementu. Stejné muzeme zapsat i
orientovanou miru dX (x) jako

dX (z) = |dX| Ip(x), (2.2.8)
kde |dX| je klasicka skalarni mira na M.

2.2.1 Vektorova derivace jako integral

Nyni budeme uvazovat konkrétné M = R, potom muzeme operator vektorové
derivace definovat pomoci limity

T (@)
VE(zg) = lim ———— ¢ dSF, (2.2.9)
Uo)=0 [U(o)| Jou
kde U predstavuje omezené oteviené okoli bodu x( a integral se poéita pres jeho
hranici OU. (N — 1)-vektor dS méa takovou orientaci, ze dSn = I |dS|, kde n je
normala sméiujici ven a n? = 1. Navic na R¥ je funkce pseudoskaldru konstantni,
a tak muzeme integral prepsat jako

VF(zy) = nF|dS]. (2.2.10)

lim
uzo)l=0 [U(zo)| Jou
Ukdzeme, Ze tato definice je ekvivalentni definici (2.1.4). Na RY zvolime stan-
dardni ortonormalni bazi {ex} a predpokldadame, ze limita v (2.2.10) existuje. Za
okoli U zvolime krychli se stfedem v bode z( s délkou hrany €. Hranici 0/ muzeme
rozdélit na N dvojic protilehlych stén Uy, integral (2.2.10) pak rozepiseme jako

N
nF |dS| = /nF ds|. 2.2.11
;gu ds| Zu 45| (2.2.11)
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—ek Zo €

Obrazek 2.3: Krychlové okoli U, kde Sedé je znazornéna ¢ast hranice U spolecné
s norméalovymi vektory.

Stény tvorici dvojici Uy maji normdalu ey respektive —ey viz obr. (2.3). Sténu
s normélou ej, oznacime U, a sténu s normdlou —ey, jako U, , integral pies dvojici
stén U, pak muzeme prepsat

/nF|dS|:ek (/ F|dS|—/ F|dS|> (2.2.12)
Uy, u;r u;

k

Funkci F' na kazdé sténé rozvedeme do nultého fadu, protoze vyssi fady ve findlni
limité vymizi.
/ nFlas| = e (Fleo + Sex) = Flag— ) ¥+ 06N (221
Uy,

Dosadime-li tento vysledek spoleéné s (2.2.11) do puvodni limity (2.2.10), dosta-
neme

1 & £ € N 9F
VFE(x) = ll_r)no N ;sN_lek (F(xo + éek) — F(xy — 5%)) = ;ek@~
(2.2.14)

Integralni vyjadieni derivace hraje zasadni roli pti odvozeni Zakladni véty in-
tegralniho poctu.

2.3 Zakladni véta integralniho poctu

Véta (Zakladn{ véta integralniho poctu). Bud M N-dimenziondlni podmnoZina
RY s po édstech hladkou hranici OM a F funkce s hodnotami v geometrické algebre.
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Potom plati

/ IXVF = / dSF, (2.3.1)
M oM

kde dX, resp. dS je orientovand mira M, resp. OM.

Vétu bychom mohli téz formulovat pro obecné variety M, avsak pro jeji dukaz
bychom potfeboval mnohem vétsi aparat geometrické analyzy, nez jaky jsme zde
doposud predstavili. Véta muze byt formulovana diky nekomutativité geomet-
rického soucinu i jinak

/ GdXVFE = / GdSF. (2.3.2)
M oM

Nyni se pokusime naznacit strukturu diukazu pro tuto vétu ve znéni (2.3.1).
Integral nalevo muzeme rozepsat z definice do Riemannovy sumy

n

/ dXVF = lim Y AX(z;)VF(x;). (2.3.3)
M n—oo =1

Vyuzijeme vzorce (2.2.9), s tim, ze limitni pifechod n — oo uz v sobé obsa-
huje limitni prechod |AX(z;)| — 0. Oznac¢ime M; podmnoziny M odpovidajici
prislusnym A X (x;). Integraly ptes spole¢nou hranici dvou sousednich podmnozin
se odectou, protoze maji opacnou orientaci

o L I~ (2)
JL%;AX(%WF(%) = nlggo; |AX($i)|]($i)|AX—(xi)| /Wi dSF

= / dSF.
oM

2.4 Monogenické funkce a Cauchyho integralni
vzorec

Méjme M oblast v RY s hranici OM, déle predpoklddejme, Ze mame funkci
g(x,2’), kterd je fesenim rovnice

Vy(z,2') = —g(x,2")V' = §(x — 1), (2.4.1)
kde V =V,, V' =V, a §(z — 2’) je Diracova d-funkce, kterd na testovaci funkce
pusobi

§(x — 2 )|dX ()| F(2') = F(x). (2.4.2)

RN

34



Vyuzijeme Zékladni véty integralntho poétu a toho, ze pseudoskalar I je na RV
konstantni, abychom odvodili

| ste)as@)F@)

oM

/ g(x,2)dX (x )V’F($')+(—1)N_1/ gz, 2 \V'dX (z')F(z')
M

M
:/ oz, 2')dX (& )v’p(f)-(-gNlr/ 5z — )| dX ()| F ()
M M
_/M g(x, 2 )dX (2 )V F(2') — (-1 F(x). (2.4.3)

Jednim z moznych feseni rovnice (2.4.1) je funkce

1 x—2a
/
gz, 7)) = ——— " _ 92.4.4
(@,2) On |z —a/|Y ( )
kde @y je povrch jednotkové koule v R, ktery za pomoci I'-funkce muzeme
vyjadrit jako
2rN/2
YT
Rigordzni dukaz, ze se skutecné jedna o Greenovu funkci operatoru V, je velmi
technicky a dlouhy, proto ho zde uvadét nebudeme. Ze by se mélo jednat o Gree-
novu funkci, 1ze nahlédnout z nasledujicich pozorovani

Vy(z,z') =0, Va#a (2.4.6)

(2.4.5)

a ze integral z Vg(z, 2’) je roven jedné

/ Vyg(z,z")dX (x) = / Vg(z,2")dX (x)
M B(z'e)
1 z—4a
= ——=dS(x
/BB(I’,é) @N |ZE — .73/|N ( )

1
ENTTON JoB )

kde B(2',¢) je koule se sttedem v bodé 2’ a polomérem e. Dosadime-li za g(z,z’)
podle (2.4.4) do vztahu (2.4.3), ziskdme zobecnéni Cauchyho integrélniho vzorce
z komplexni analyzy

fa) = 1/|Mxn4ﬁf%Vﬂw

ON |z — 2|
1 x—a ,
e |dS(a")] ———n(2") f(2'). (2.4.7)
ON Jom |z — /|
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Uvazujme nyni na chvili pripad N = 2, z podkapitoly (1.1) vime, ze komplexni
¢isla jsou v geometrické algebfe obsazena a nyni bychom chtéli v rdmci geome-
trické analyzy obsahnout pojem holomorfni funkce. Pripomenme, ze komplexni
¢isla muzeme v ramci geometrické algebry chapat

Z=x+1y, z,yeR (2.4.8)

Daéle funkci komplexni proménné f(Z) muzeme v geometrické algebie repre-
zentovat

f(Z) = flx+ Iy) = u(x,y) + Tv(x,y), u,v:R* =R (2.4.9)

A ve standardnich souradnicich muzeme operator vektorové derivace zapsat
také jako

0 0

Aplikujeme-li nyni vektorovou derivaci na nasi komplexni funkci f(Z), pak
vysledek muzeme zapsat jako

ou ov ou Ov

ou Ov ou Ov
_ (% _ a_y) e + (8_y + £> . (2.4.11)

Pokud je funkce f holomorfni, pak plati Cauchy-Riemannovy podminky a rov-
nice (2.4.11) prechézi do tvaru

Vf=0. (2.4.12)

V geometrické analyze budeme funkce vyhovujici této rovnici nazyvat mono-
genické funkce a muzeme je chapat jako zobecnéni holomorfnich funkei. Pokud se
nyni vratime ke vzorci (2.4.7), pro monogenické funkce ziskavame tvar

fla) = Z /8 (‘”_""f{fvdsm')f(x'y (2.4.13)

ONI Jom |z —x

Pro pitipad N = 2 muZeme uvazovat néjakou omezenou podoblast R?, ktera
ma za hranici uzavienou, regularni kiivku v, potom pro body x uvniti plati

Fla) = — /(5__5)2@7(9;'):%%/ L @), (2.4.14)

:27r[ 7a:—a:’
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Odtud ke komplexni proménné muzeme jednoduSe piejit tak, ze 2/ = eja’.
Potom dZ' = e;dx’ a pseudoskalaru I odpovidd imaginarni jednotka —i. Vzorci
(2.4.14) tedy odpovida

1 [ f(Z)
Z)=— | =———2dZ. 2.4.15
1(Z) 2mi ), 2" =2 ( )
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Kapitola 3

Mechanika tuhého télesa za
pomoci geometrické algebry

V této kapitole se pokusime aplikovat metody geometrické algebry pii reSeni ilohy
z newtonovské mechaniky. Zejména nahradime vektorové souciny bivektory a pro
rotace vyuzijeme rotory. V této kapitole také budeme psat vektory tuéné a ostatni
objekty béznym fontem.

3.1 Moment hybnosti

Moment hybnosti je tradicné definovan jako vektorovy soucin vektoru polohy a
hybnosti. Jak jsme demonstrovali v ¢asti 1.3, vektorovy soucin je pouze dualizovany
bivektor. Moment hybnosti jedné (nerelativistické) ¢astice definujeme jako bivektor

L=xADp. (3.1.1)
Pokud zderivujeme L, méli bychom dostat moment sily
dL
Ezma’c/\:b%—w/\p::c/\F, (3.1.2)

kde F' je z druhého Newtonova zdkona sila pusobici na ¢éstici. Tedy moment sily
bude téz bivektor definovany jako

N=xAM\F, (3.1.3)
dL
o= N, (3.1.4)
tedy casovd zména momentu hybnosti je dina momentem vnéjsich sil. Zavedeme-li
& jako jednotkovy vektor ve sméru x a oznacime-li r = |x| = Va2, dostaneme
vyjadieni
L =mra A (7& + rz) = mra A z. (3.1.5)
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S . 2 S o .
7 normaliza¢ni podminky ° = 1 dostaneme zderivovanim, ze & -& = 0, a muzeme
psat

2

L = mriex = —mria. (3.1.6)

3.2 Rotujici souradné systémy

Meéjme ortonormélni bazi {f,}, kterd se v zavislosti na ¢ase ota¢i v prostoru.
Muzeme ji vztahnou k néjaké pevné ortonormalni bazi {e,} pomoci rotoru R(t)
zavisejiciho na case B

Fi(t) = R(t)exR(t). (3.2.1)
Nasim cilem je ziskat objekt, ktery bude predstavovat tthlovou rychlost. Klasicky
se vektor 1hlové rychlost w zavadi pomoci vektorového soucinu jako

fr=wx f,. (3.2.2)

Podle vztahu (1.3.42), pak muzeme nahradit vektorovy soucin

wXfk:_I(W/\fk):_%(wak_j.fkw)

:—% (Iwf, — filw) = f, - ({w). (3.2.3)
Zavedeme-li bivektor 1ihlové rychlosti € jako
Q=lw, (3.2.4)
muzeme pak psat ‘
Jfro=Fr (3.2.5)

Zderivujeme-li rovnici (3.2.1) dostaneme
Fo = leyR + ReyR = RRRey R + ReyRRR = RRf, + fLRR.  (3.2.6)

Pripomenme, ze R coby rotor spliuje normalizaéni podminku RR=1.] eji derivaci
dostaneme o N
RR+RR =0 (3.2.7)

a navic plati -
RR=RR = —RR,
z ¢ehoz muzeme usoudit, ze RR je kombinaci bladu sudého stupné. V algebie

ttirozmérného prostoru mezi né patii pouze bivektorové blady, a proto se musi
jednat o bivektor. Z (3.2.6) dostdvame

f.=(RR)- f,. (3.2.8)
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Nakonec dostaneme vztah mezi bivektorem hlové rychlosti a rotorem
2RR = —Q, (3.2.9)

ktery muzeme upravit do podoby diferencialni rovnice pro rotor R
. 1
R = —§QR. (3.2.10)

Déle budeme uzivat Einsteinovu sumacni konvenci, kdy se pies opakujici indexy
s¢itd v celém rozsahu indexu. Klasicky je rotujici soustava { f. } svdzéna s inercialni
soustavou {ey} matici rotace S a rovnice (3.2.1) ma podobu

fk = Skjej, (3211)

kde matice S je ortogonalni s determinantem rovnym jedné. Prvky matice jsou
podle definice souradnice novych bazickych vektoru v bazi puvodni

Sij = e; - (Rexli) (3.2.12)
Matice thlové rychlosti w;j, se definuje z matice S jako
., o= — QT
Wi <SS )jk . (3.2.13)

Matice wj;, je antisymetricka a jeji nezavislé slozky jsou stejné jako slozky bivektoru
uhlové rychlosti v rotujici bazi

Fe=wnfi = F=(Q-F)-F) Fi= Q- (Fun Fy) £, (32.14)
wij = - (Fe N Sj)- (3.2.15)

3.3 Tuhé téleso a moment setrvacnosti

Pohyb tuhého télesa muzeme rozlozit pohyb tuhého télesa na translacni pohyb

bodu y, v case t bude vypadat
Y. (1) = R(t)z,R(t) + X (1), (3.3.1)

v tézistové soustavé v néjakém referencnim case to. Rychlost konkrétniho bodu vy,
tuhého télesa je rovna

v, (t) = Rz, R+ R R+ X
1 ~ 1 ~
= —EQRQ:QR + §RmaRQ +V

= (RzoR) - Q+ V.
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Oznacime Q25 bivektor ithlové rychlosti (2 preneseny do stacionarni referen¢ni kopie
tuhého télesa B
Qp = ROR. (3.3.2)

Vztah pro rychlost néjakého bodu télesa, pak alternativné muzeme psat jako

va(t) = R(t) (za - (1) R(t) + V(2). (3.3.3)

Dosadime-li z definice Q5 do rovnice (3.2.10) pro rotor R, ziskdme pohybovou
rovnici pro R v feci (g

. 1
}2::——§f“13. (3:&4)

Ptejdeme nyni od bodovych hmotnosti k funkci hustoty p(x), kterd muze byt
i souctem o-funkei pro diskrétné rozlozené hmotné body. Celkova hmotnost télesa
je dana integrélem

M = /d%p(:c). (3.3.5)

Celkovou hybnost tuhého télesa dostaneme jako

P= [ = [dep (R0 Fsv)

=R ((/ &Pz p:c) : QB) R+ /d% pV =MV. (3.3.6)

roven
L:/d%(y—X)Apv:/d3pra:§A((Rxﬁ)~Q+V)

:/dgxp [R(mA(m-QB))§+XAR(m-QB)§+RmEAV

—R </ &Pxpx A (- QB)) R. (3.3.7)

Integral v zavorce se kompletné vztahuje k nasi stacionarni kopii, a tak pomoci néj
muzeme definovat linedrni zobrazeni Z nezavislé na c¢ase, které bude zobrazovat
bivektory na bivektory a nazveme ho moment setrvacnosti

7(B) = / &z px A (z- B). (3.3.8)

tvaru

L = RT(Qp)R. (3.3.9)
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Zobrazeni Z vyjadiuje moment setrvacnosti vzhledem k tézisti, ale ne vSechna

bude

T.(B) /d% (@ —a)A((@—a)-B)

:/d%p(m(:c-B)—mA(a-B)—aA(a:-B)+aA(a-B))

=1I(B) — (/d%px) A(a-B)—aA ((/d%vpzc) ~B> + Ma A (a- B)

=ZI(B)+ MaA (a-B), (3.3.10)

coz neni nic jiného nez tvrzeni Steinerovy véty v jazyce geometrické algebry.

3.4 Hlavni momenty a hlavni roviny

Moment setrvacnosti pusobi jako linedrni operator na podprostoru bivektoru a
muzeme zkoumat jeho spektralni vlastnosti. Bazi tohoto podprostoru si zvolime
stejné jako v kapitole 1.2, slozky momentu setrvacnosti definujeme jako

I,; = —B;-I(B;), (3.4.1)
I(B;) = I,;B;. (3.4.2)

Pro nasledujici vypocet budeme potiebovat vztah pro dva bivektory A, B a vektor
x

A-(xN(x-B))=B-(xA(x-A)), (3.4.3)
(x-B)ANx) - A=(x-B) - (x-A)=(x-A)-(x-B)=((x-A) Nx) - B.

Tento vysledek navic nezavisi na dimenzi. Nyni muzeme ukazat, ze slozky momentu
setrvacnosti Z;; jsou symetrické v indexech 7 a j

L, = —/d?’xpBi (A (x- Bj))
=— / ExpB; - (x A (x-B)) =Ty (3.4.4)
Slozky Z;; tvoii symetrickou a lze navic ukazat, ze i pozitivné-semidefinitni matici.
Ze spektréalni teorie pro matice, pak plyne, ze ji 1ze diagonalizovat a vlastni ¢isla bu-

dou nezaporna. Vlastni ¢isla oznacime jako i1, 45, i3 a zvolime bazi tak, aby bazické
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bivektory By, By, B3 byly vlastni bivektory zobrazeni Z. V R? k témto bivektorim
skrze dualitu (1.2.5) existuji jednoznacné vektory baze, které klasicky chapeme
jako hlavni osy pro moment setrvacnosti a pokud téleso mé néjaké symetrie, pak
se tyto osy shoduji s osami symetrie.

3.5 Pohybové rovnice
Aktudlni stav pohybujfcfho se tuhého télesa mﬁieme ﬁplné popsat polohovym

tézisté se tidi druhym Newtonovym pohybovym zakonem
P=F, (3.5.1)
kde F' je celkova sila pusobici na téleso. Pro rotor mame dvé rovnice

: 1
L =N, (3.5.3)

L = RI(Qp)R + RI(Q5)R + RI(Q5)R
—R (I(QB) + RRT(Q) + I(QB)RR) R
- R <I(QB) - —QBI(QB) + I (Q5)0 )
— R (I(QB) —Qp x Z(QB)> R, (3.5.4)
kde x je komutdtor multivektorii. Zvolme bdzi {ey} tak, aby odpovidajici bazické
bivektory By byly vlastnimi bivektory momentu setrvac¢nosti. Uhlovou rychlost

Qp rozepiSeme jako linedrnf kombinaci bazickych bivektori 2p = wy By, podobné
celkovy moment sil N = Ny RBjR. Potom muzeme (3.5.4) ptrepsat jako

3 3
L =R <Z kkak — Z wjikwk(Bj X Bk)> R

k=1 §k=1

3
Z lel + Z €Jklzkwkwj> RB[R ZNIRBZR (355)

=1 G k=1 =1
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Prepis komutatoru bazickych bivektoru pomoci Levi-Civitova tenzoru je vidét
z nasledujictho vypoctu:

Bi X B] = <e’i[€j[>2 = — <ei€j>2 = _SijkBka (356)

kde jsme vyuzili pro prepis souc¢inu bazickych vektoru vztahu (1.2.9). Pokud mezi
sebou budeme porovnavat pouze koeficienty na levé a pravé strané v rovnici (3.5.5),
dostaneme klasickou podobu Eulerovych setrva¢nikovych rovnice

1wy — W2W3(i2 - i3) = N17
ioWy — wiws (i — i1) = No,

2.3(,2}3 — wlwg(il — 12) = Ng.

3.6 Symetricky bezsilovy setrvacnik

Bezsilovy znamena N = 0 a symetricky bude znamenat, ze ma dva hlavni mo-
menty stejné a treti ruzny, tedy i; = i # i3. Pokud opét zvolime bazi tvorenou
hlavnimi osami, pak pusobeni momentu setrvacnosti na bivektor thlové rychlosti
() muzeme rozepsat

I(QB) = ilwlBl + i1w2B2 + i3W3Bg (361)
= ilQB + (Zg — z'l)wng (362)
= i1Qp + (i3 — i1)(Bs - Qp)Bs. (3.6.3)

Pohybova rovnice ma pak tvar
Q) = Qp x T(Qp) = (is — i1)Qp X ((Eg : QB> Bg) . (3.6.4)
Bivektor Bs muzeme skrz dualitu nahradit vektorem es a ziskat
() = (i3 — i1)Qp x (s Aez)es). (3.6.5)

Pokud si uvédomime, ze Q2 A e3 = wsl, pak muzeme toto vyjadieni algebraicky
upravit do tvaru

I(QB) == —(i3 — i1)63 A ((QB VAN 63) QB) . (366)
7 tohoto vyjadfeni pak pfimo plyne, ze
iss] = es NI(Qp) = 0. (3.6.7)
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Tedy ws je konstantni, coz lze ptimo usoudit i z Eulerovych rovnic
(3.6.2) vyjadiime
ilgB = I(QB) — (23 — il)W3Bg

a dosadime do vztahu pro hlovou rychlost €2

~ 1 i — ~
O =ROpR= L+ 2" .RBsR.
11 11
Tu nyni muzeme dosadit do rovnice pro rotor R
. 1 1 : .
R=—-QR= — (LR + R(Zl - Zg)tngg) .
2 221

Oznacime-li konstantni bivektory, které v rovnici vystupuji, jako

Q—lL, QT221__Z3

1= —
(41 (51

W3Bg.

Takto nase rotorova rovnice ziska tvar
. 1 1
R=—-OR— -RQ,.
PR

Tu muzeme primo vytesit a ziskat Feseni ve tvaru

1 1
R(t) = exp (—éQlt> Ry exp (—§Qrt) .

. Déale z rovnice

(3.6.8)

(3.6.9)

(3.6.10)

(3.6.11)

(3.6.12)

(3.6.13)

Timto je kompletné popsan pohyb symetrického bezsilového setrva¢niku. Rotor
obsahuje rotaci v roviné B3 kolmé na osu symetrie, to je zodpovédné za precesi osy
rotace. Ry vyjadiuje pocateéni podminku, tedy natoceni v ¢ase t = 0 a nakonec je

vysledek rotovan v roviné svého momentu hybnosti.
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Kapitola 4

Geometricka algebra na varietach

4.1 Pseudoskalar variety

V této kapitole nebudeme uvazovat diferencovatelnou varietu ve v§i obecnosti,
ale omezime se pouze na variety dimenze d vnorené do eukleidovského prostoru
dimenze N, tedy d-dimenziondlni plochy v RY. V tomto zjednoduseni maji pro
nas tecné vektory jasny geometricky vyznam. Tecny vektor k varieté M v bodé
To € M si muzeme predstavit jako vektor lezici v tecné roviné v bodé zy. Mame-li
vnorovaci funkci

fRY— RN (. uh) e ft . ud),

potom tecnou rovinu R k varieté M v bodé zy € M ziskdme jako

of of }
of

R:f(:no)%—span{% s B
Zkonstruujeme geometrickou algebru nad RY a oznacime-li f,(z) = <L (),

Our
potom muzeme definovat funkci pseudoskalaru variety M

Zo

o 1
MTUfRA A

Geometricky vyznam pseudoskalaru je vcelku ziejmy, v kazdém bodé z € M
udava tecny prostor T, M i s ur¢itou orientaci, viz ¢ast 1.3.1 a obr. 4.1. Jedna se
vlastné o zobecnéni zobrazeni Gauss map. To jakozto zobrazeni pfifazuje vnorené
varieté kodimenze jedna vnéjsi normalu, tj. jednotkovy vektor kolmy na vsechny
tecné vektory v daném bodé. Z pseudoskalaru I, ziskdme normalovy prostor
pro povrchy s kodimenzi vétsi nez jedna skrze dualitu zprostiedkovanou pseu-
doskaldrem I ambientniho prostoru RY. Pro variety kodimenze jedna dostaneme

AN (4.1.1)
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fi €1

RN

Obrazek 4.1: Pseudoskaldr I, variety M vnorfené do N-rozmérného euklei-
dovského prostoru je blade, ktery udava tecny prostor i s néjakou orientaci.

vnéjsi normalu predpisem
n=1IyI. (4.1.2)

Pro ilustraci mame-li dvourozmérnou sféru S o poloméru r vnoienou do R?
predpisem
f(6, ) = (rsinfcos g, rsinfsin p, r cosf), (4.1.3)

pak tecné vektory jsou
fo = rcosfcos pcy + rcosfsin pcy — rsinfcs,
f, =1siné (—sinpc; + cos pea)

kde {c;} jsou vektory standardni bdze R®. Pro zvySovan{ a snizovan{ indexu bude
pozdéji vyhodna i metrika na sfére

e gy _2f1 0 oy _ L (10
(Guw) = (fu- fo) =7 (0 sn2g) W =231 ) (4.1.4)
Z (4.1.1) vypocteme
Is = sinf cos pB; + sin 0 sin p By 4 cos B3, (4.1.5)

kde B; = %ajkcjck jsou bazické bivektory z vektoru standardni baze, viz ¢ast 1.2.
Jednoduseji jsme se k tomuto vysledku mohli dobrat geometrickou ivahou, ze pro
kazdé x € § je ¥ normalovym vektorem ke sféfe v bodé x, potom tecnd rovina
v bodé z je ddna bivektorem 12

I
Is = - I(sin 6 cos pcy + sin 0 sin ey + cos Ocg)
r

= sin @ cos pB; + sin @ sin p By + cos 0 Bs. (4.1.6)
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4.2 Shape operator

Shape operator variety M v bodé x € M ve sméru souradnice z* definujeme

S, =1 0l pm. (4.2.1)

Geometrickd interpretace shape operatoru neni tak piimocara jako u pseudo-
skalaru. Pro zacatek se pokusime urcit, o jaky objekt jde v ramci geometrické al-
gebry. Vybereme ortonormalni bazi T, M pomoci niz muzeme psat Iy = ey ... eq,
potom

Sy =¢€qd...e Z er...ex—1 A (P(Ouex) + PL(Ouer)) N ek - .. €4

d

=e€4...€1 E er...ex—1P(0uer)epi1...eq

k=1
d

€kPJ_ (9 €k Zek A PL(@Lek), (422)
k=1 k=1

M&

kde P je projekce do tecného prostoru a P, projekce do ortogonalniho dopliku.
7 normovaci podminky pro vektory e, ziskame

€L - (8Mek) =0.

Odtud pak plyne, ze i ey, - P(d,e;) = 0. To znamena, ze P(0,ex) je linedrni kom-
binaci ostatnich vektoru baze, kromé vektoru ey, a proto

erN...Neg1 ANP(Ouer) N... Neg=0.

Je videt, ze S, je bivektor (S,dz* je tedy 1-forma s hodnotami v bivektorech)
a zaroven jednotlivé sc¢itance jsou tvaru vnéjsiho soucinu te¢ného a normalového
vektoru. To znamend, Ze bivektor S, méd pouze mixovanou ¢ast vzhledem k Inq,
viz ¢ast 1.3.1 a obr. 4.2, coz muzeme zapsat jako

Su= 8, x Imly. (4.2.3)

Z tohoto pozorovani nebo z normalizacni podminky na I 1ze ukazat, ze S, a
I spolu antikomutuji. Odtud plyne rovnost

[M X SH = [MS;L = GMIM (424)
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Obrazek 4.2: Shape operdtor S, je bivektor, ktery céstecné lezi v tecném a
normalovém prostoru. Zaroven zastava roli bivektoru tthlové rychlosti otaceni pseu-
doskalaru I, pti pohybu po varieté M.

Porovname-li toto s rovnici (3.2.5) pro bivektor thlové rychlosti, muzeme shape
operator S, interpretovat jako bivektor tihlové rychlosti otaceni tecného prostoru
pri pohybu po kiivce souradnice z*.

Zajimavé je pozorovani, jak se méni hodnota I, pfi pohybu po kiivce 7y
s tetnym vektorem a takové, ze v(0) = x:

In((€)) = Lm(a) + € (a9 dm) + O(<?)
= Ipm(z) +2a” (Ip % S,,) + O(€2). (4.2.5)

Porovname-li tento vysledek s (1.3.76), zjistime, ze nejde o nic jiného nez infinite-
simalni rotaci /x4 danou bivektorem a*S),.

Nami definovany shape operator predstavuje zobecnéni Weingartenova shape
operatoru. Ten je definovan pro povrchy kodimenze jedna jako diferencial zobrazeni
Gauss map [5, str. 386]. Weingartentv shape operdtor Sy, pak na bazické vektory
pusobi

Sw(fu) =0m =001 =—Iy0Iuly1=-S11 (4.2.6)
=-Smn=nS,=n-8,. (4.2.7)

Jednd se vlastné o tecnou ¢ast ndmi definovaného shape operatoru. Weingartenuv
shape operator je vyhodny v piipadé, Ze nés zajima kiivost. Vlastni hodnoty

operatoru odpovidaji hlavnim kiivostem a determinant odpovida Gaussové kiivosti
[5].
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4.3 Paralelni prenos

Jak jsme vidéli v predchozi ¢dsti v rovnicich (4.2.4) a (4.2.5), shape operator pii
malych posunutich stac¢i pseudoskalar tak, aby zustal teénym pii pohybu z jednoho
bodu do druhého po néjaké kiivce. To je vlastné definice paralelnitho ptenosu,
avSak ne pro vektor, nybrz pro d-blade I,,. Infinitesimélni paralelni pfenos pro
vektory muzeme definovat uplné stejné pomoci rotace. Méjme néjaky ne nutné
tecny vektor v a kiivku « s teénym vektorem a takovou, ze v(0) = z, potom pro
e < 1 definujeme

_1

v(vy(e)) =e 2‘2““3“1)(:5)6%8“”5“ = v(x) + ea’(z)v(z) - Su(z) + O(?) (4.3.1)

Jelikoz rotace komutuji s geometrickym sou¢inem, pak komutuji i se souciny
z ného odvozenymi. Z toho plyne, ze paralelné prenaseny tecny vektor zustava
tecny tj. pokud v(z) A In(x) = 0, potom

0(1() A Lu(r(e)) = €75 Sru(a)ex= S p s ey (w)ex S
= 75" (p(2) A Ly()) €25 = 0.

Podobné se odvodi, ze normalové vektory zustavaji normalové. Obdobnou argu-
mentaci se ukaze, ze se zachovava skaldrni soucin i norma vektoru.

Pokud nés zajima konecny paralelni prenos, muzeme vyuzit poznatku z kapitoly
3 o popisu pohybu tuhého télesa s néjakou tthlovou rychlosti. Porovname-li (4.2.4)
se vztahem pro bivektor thlové rychlosti (3.2.5), kde misto - muzeme pséat i x pro
obecné multivektory, pak lze povazovat shape operdtor za bivektor uhlové rych-
losti otaceni daného multivektoru pii paralelnim prenosu. To nas vede k myslence
uvazovat konecny paralelni prenos jako rotaci puvodniho multivektoru

A(y(e)) = By (v(e) Alx) Ry (7(€))- (4.3.2)

Navic v kazdém bodé krivky musi byt splnéna rovnice pro infinitesimélni paralelni
pfenos. Pro rotor R, to znamena

R (y(0 +¢)) = e 2% R, ((0)). (4.3.3)

Odtud dostdvame obdobu (3.2.10)

1
a0, R, = _§GVSuRw R.,(v(0)) =1, (4.3.4)

kde a je tecny vektor kiivky -.
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Nakonec se opét podivame, jak vychéazi shape operatory a odpovidajici paralelni
pienos na dvourozmérné sfére v R3. Dosadime-li (4.1.5) do definice, dostaneme

Sy = —sin pBy + cos @B,
S, =sinf (— cosf cos pBy — cos O sin By + sin 0 Bs) .

Budeme-li se pohybovat ve sméru souradnice €, tj. po néjakém poledniku,
pak se v kazdém bodé bude paralelné prendseny vektor stacet v roviné tezu
koule dané timto polednikem. Na druhou stranu, pokud se budeme pohybovat
ve sméru soufadnice ¢, tj. po néjaké rovnobézce, bude se paralelné prenaseny vek-
tor v kazdém bodé stacet v roviné kolmé na te¢ny vektor fy.

Nakonec se kratce zminime o kovariantni derivaci a kfivosti. Mame-li moznost
paralelniho pfenosu, pak pomoci né¢j muzeme zavést kovariantni derivaci. Pro tu

dostaneme vztah
D, A(z) = 0,A(x) — A(z) x S,(z). (4.3.5)

Krivost se tradicné definuje jako komutator kovariantnich derivaci. Vyuzitim vlast-
nosti shape operatoru nakonec tento komutator vyjde

(D,D, —D,D,)A=Ax(S,x85,)=AX%xQ,,.

2, jsou slozky 2-formy s hodnotami v bivektorech. Ty nesou informaci o vnitini
i vnéjsi kiivosti. Podrobnéjsi odvozeni kovariantni derivace, krivosti a toho, jak
souvisi s klasickymi pojmy jako Riemannuv tenzor kiivosti, muze ¢tendr nalézt

v [6].
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Zaver

Geometricka algebra je v matematice znaméjsi pod nazvem Cliffordova algebra.
My jsme se rozhodli vyhnout se tomuto oznacéeni, nebot termin Cliffordova algebra
pouzivaji matematici pii kategorizaci algebraickych struktur v matematice, coz
neni nasim zadjmem. Nasim cilem bylo demonstrovat uzitecnost této algebraické
struktury pro teoretickou fyziku a geometrii. Proto se nase pojmenovani, podobné
jako v [2] a [3], se odvolava na ptuvodni nazvoslovi pouzité Cliffordem.

V této praci jsme demonstrovali, jakym zpusobem geometrickou algebru kon-
struovat a jak je vyhodné mit algebraické nastroje pro préci s elementarnimi geo-
metrickymi operacemi, jako jsou rotace, zrcadleni a projekce. Vidéli jsme, ze mnoho
konceptu znamych z komplexnich ¢isel jako algebraicky zéapis rotaci, holomorfni
funkce, Cauchyho integralni vzorec komplexni analyzy, atd. lze za pomoci geo-
metrické algebry nahradit prvky vychazejicimi z realného vektorového prostoru
a jednoduse zobecnit do obecné dimenze. Obecné se ukazuje, ze se vétsinou lze
pouziti komplexnich &isel vyvarovat uzitim geometrické algebry. Ctenafe bychom
napiiklad odkézali na trefné pojmenovany ¢lanek autoru Gull, Lasenby a Doran
Imaginary Numbers are not Real (Imagindrni ¢isla nejsou redlnd/skuteéna) [7].
Problém s komplexnimi ¢isly je v tom, ze zakryvaji geometricky obsah pouzitim
jedné imaginarni jednotky, naopak geometrickd algebra obsahuje celou plejadu
objekt, jejichz druhd mocnina je zaporné ¢islo.

Nové nabitymi nastroji geometrické algebry jsme byli schopni popsat pohyb
tuhého télesa a rychle a efektivné vytesit ilohu bezsilového setrvacniku. Pripusténi
bivektorové tihlové rychlosti nas pak ve ¢tvrté kapitole vedlo k interpretaci shape
operatoru jako bivektoru thlové rychlosti otaceni te¢ného prostoru pti pohybu
po varieté. Toto pozorovani nas inspirovalo k tomu, ze budeme uvazovat para-
lelni ptenos jako rotaci v prostoru, do kterého je varieta vnotena. Tento ptistup je
vyhodny v piipadé, ze bychom chtéli paralelné prenaset multivektorova pole. Mul-
tivektory, jedna-li se o rotaci, totiz podléhaji stejnému transformacénimu vztahu
jako vektory, a tak na né lze paralelni prenos piimocate rozsitit.

Rada vysledki v geometrické algebfe nezavisi na signatufe daného prostoru.
Proto ji 1ze velmi pohodIné pouzivat i na Minkowského prostorocasu spolecné
s operatorem vektorové derivace a orientovanym integralem. Nicméneé je tieba si
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dévat pozor, ze nékteré vektory a potazmo blady nemaji multiplikativni inverzi.
Je to dano tim, ze v prostorech s indefinitni kvadratickou formou existuji nenulové
vektory, jejichz druhd mocnina v geometrickém souc¢inu je nulové (svétlupodobné
vektory).

Jak jsme vidéli v ¢asti vénované trojrozmérnému eukleidovskému prostoru,
lze geometrickou algebru reprezentovat jako algebru Pauliho matic nad redlnym
télesem. Neni pak divu, ze geometrickd algebra nachéazi uplatnéni v kvantové me-
chanice, kde je naprosto prirozenym nastrojem pro popis spinoru a dovoluje pra-
covat v kvantové mechanice bez komplexnich ¢isel [2, str. 267-336].

Zajimavou se jevi i mozna aplikace geometrické algebry v diferencidlni geomet-
rii. Ve ctvrté kapitole jsme hovotili o geometrii vnorenych variet do eukleidovského
prostoru a vSechna nase odvozeni se proto fidila naivnim intuitivnim modelem, kde
body na varieté a tecné vektory existovaly ve stejném prostoru. Pokud bychom se
pokouseli o podobné konstrukce v duchu moderni diferencidlni geometrie, museli
bychom mit néjaky fibrovany prostor, ktery lze lokédlné trivializovat s typickym
vlaknem izomorfnim eukleidovskému vektorovému prostoru dimenze N. Navic
budeme-li pozadovat, aby kovariantni derivace zachovavala skalarni soucin, pak
lze ukazat, ze ma tvar

D,A=0,A+Ax B, (4.3.6)

kde B, je néjaky bivektor z Gy konstruované nad typickym vlaknem. Mezi témito
kovariantnimi derivacemi pak existuje urcita specialni tiida shape derivaci, které
odpovidaji nami predstavené kovariantni derivaci pomoci shape operatoru. Tyto
shape derivace zasadné zjednodusuji vyjadreni kiivosti, a proto by mohly byt
vyznacné v kalibrac¢nich teoriich, v jejichz zakladech stoji kovariantni derivace a
ktivost.
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