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3.2 Rotuj́ıćı souřadné systémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Úvod

Vektory jako prvky vektorového prostoru umı́me mezi sebou sč́ıtat a umı́me je
násobit prvkem tělesa. Nab́ıźı se otázka, zda-li by nešly vektory také mezi sebou
násobit. V základńım kurzu fyziky se většinou setkáváme se dvěma základńımi
součiny vektor̊u, skalárńım a vektorovým. Při skalárńım součinu je výsledkem
násobeńı vektor̊u skalár a geometricky ho pro jednotkové vektory interpretujeme
jako cosinus úhlu, který mezi sebou dané vektory sv́ıraj́ı. Nav́ıc umožňuje realizovat
projekce vektor̊u do r̊uzných podprostor̊u.

Vektorový součin definujeme pouze v trojrozměrném prostoru a jeho geomet-
rický význam je velmi př́ımočarý. Pokud jsou oba činitele kolineárńı, pak je jejich
součin roven nulovému vektoru. Pokud tomu tak neńı, pak jejich lineárńım oba-
lem je definována rovina a součin je roven vektoru, který je na tuto rovinu kolmý,
společně s činiteli v součinu tvoř́ı pravotočivou bázi a jeho norma je rovna ploše
rovnoběžńıku se stranami p̊uvodńıch činitel̊u. Zřetelně je geometrický význam vek-
torového součinu závislý na skalárńım součinu, který definuje pojem kolmosti.

V geometrické algebře definujeme nový součin vektor̊u, kterému budeme ř́ıkat
geometrický. Jeho výsledkem už nebudou pouze skaláry či vektory, ale nové ob-
jekty, které budeme nazývat multivektory. Ukážeme, že skalárńı a vektorový součin
jsou zcela obsaženy v geometrické algebře.

Za otce geometrické algebry považujeme Williama Kingdon Clifforda, který
ji představil světu v druhé polovině 19. stolet́ı. Jeho záměrem bylo spojit do-
hromady Grassmannovu a Hamiltonovu práci. Clifford sjednotil skalárńı součin a
Grassmannem zavedený vněǰśı součin do jednoho součinu, který nazval geomet-
rický. Geometrický součin tak nese informaci o metrických vlastnostech prostoru
a umožňuje provádět základńı geometrické operace (rotace, projekce, zrcadleńı)
algebraicky. Nav́ıc má zásadńı výhodu, že je pro vektory invertibilńı podobně jako
Hamiltonovy kvaterniony. Mezi matematiky je Cliffordova konstrukce označována
jako Cliffordova algebra a součin v ńı jako Clifford̊uv součin. My z̊ustaneme u
Cliffordova originálńıho názvu geometrický součin.

Na začátku se budeme věnovat intuitivńımu zavedeńı geometrické algebry na
dvou, tř́ı a N -dimenzionálńım prostoru. Náš př́ıstup nebude zcela matematicky
rigorózńı a sṕı̌s budeme objekty a pojmy zavádět na základě geometrické motivace.
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Uvid́ıme, že geometrická algebra nab́ıźı velmi elegantńı zp̊usob pro práci s rotacemi
nad rámec tř́ırozměrného prostoru pomoćı rotor̊u a také krátce nahlédneme do
problematiky lineárńıch zobrazeńı na geometrické algebře.

Poté se přesuneme na okamžik do oblasti geometrické analýzy, kde zavedeme
operátor vektorové derivace ∇. S jeho pomoćı zobecńıme diferenciálńı operátory
z trojrozměrného prostoru do obecné dimenze. Demonstrujeme, jak jednoduše od-
vodit některé známé diferenciálńı identity za pomoci geometrického součinu a
operátoru ∇. Představ́ıme daľśı silný nástroj v podobě orientovaného integrálu,
který se od klasického lǐśı zejména t́ım, že jeho výsledkem už neńı nutně skalár, ale
může j́ım být libovolný multivektor z dané algebry. Zformulujeme Základńı větu
integrálńıho počtu pro orientovaný integrál a s jej́ım využit́ım odvod́ıme zobecněńı
Cauchyho integrálńıho vzorce pro libovolnou dimenzi. Nakonec ještě ukážeme, jak
vystupuj́ı holomorfńı funkce v geometrické analýze a následně je zobecńıme po-
jmem monogenické funkce.

Třet́ı kapitola je věnována aplikaci geometrické algebry trojrozměrného pro-
storu na úlohu pohybu tuhého tělesa. Pseudovektorové veličiny jako moment hyb-
nosti nahrad́ıme bivektory. K popisu rotace tuhého tělesa použijeme rotor, jenž
udává natočeńı daného tělesa v prostoru. Přeformulujeme Eulerovy setrvačńıkové
rovnice a nakonec tento př́ıstup demonstrujeme na úloze bezsilového symetrického
setrvačńıku.

Na závěr se krátce budeme věnovat geometrii vnořených variet. Ukážeme si,
jak pomoćı prvk̊u geometrické algebry jednoduše pracovat s tečným prostorem.
Zavedeme na varietě tzv. shape operátor, který udává, jakým zp̊usobem se stáč́ı
tečný prostor při pohybu na varietě. Toto pozorováńı nás vede k tomu uvažovat
paralelńı přenos ne nutně tečného vektoru jakožto rotaci daného vektoru v pro-
storu, kde je varieta vnořená. To nám umožńı jednoduše rozš́ı̌rit paralelńı přenos
z vektor̊u na obecné multivektory. Jakmile jsme vybaveni paralelńım přenosem,
můžeme zavést kovariantńı derivaci a následně křivost jako mı́ru nekomutativity
kovariantńıch derivaćı v r̊uzných směrech.
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Kapitola 1

Konstrukce a základńı vlastnosti
geometrické algebry

1.1 Komplexńı č́ısla a G2

Geometrický význam operaćı sč́ıtáńı a násobeńı na komplexńıch č́ıslech je obecně
známý. Operace sč́ıtáńı reprezentuje sč́ıtáńı vektor̊u v R2. Pro operaci násobeńı je
výhodněǰśı uvažovat komplexńı č́ıslo ve tvaru modulu a fáze:

reiθr′eiθ
′
= (rr′) ei(θ+θ

′). (1.1.1)

Výsledkem násobeńı dvou komplexńıch č́ısel je komplexńı č́ıslo, které má fázi rovnu
součtu fáźı a jeho modul je součinem modul̊u. Toto pozorováńı vede přirozeně k za-
vedeńı rotaćı v komplexńı rovině pomoćı komplexńıch č́ısel lež́ıćıch na jednotkové
kružnici. Rotace komplexńıho č́ısla a o úhel θ je pak dána transformaćı

a 7−→ a · eiθ. (1.1.2)

Ukážeme, že komplexńı č́ısla jsou plně obsažena v geometrické algebře kon-
struované nad R2. Prvně ale potřebujeme zavést geometrický součin a prozkoumat
prvky nově vzniklé algebry. Podrobněǰśım zavedeńım se v tuto chv́ıli zaob́ırat ne-
budeme, nebot’ mu je věnována část 1.3. Pro nás jsou v tento moment d̊uležité
následuj́ıćı vlastnosti geometrického součinu:

1. součin je asociativńı a neńı obecně komutativńı,

2. plat́ı pro něj distributivńı zákon v̊uči sč́ıtáńı,

3. kvadrát vektoru dává jeho normu.
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Geometrický součin budeme značit prázdným symbolem, podobně jako násobeńı
skalár̊u.

Máme-li e1, e2 standardńı ortonormálńı bázi R2, pak postulujeme, že spolu
bazické vektory antikomutuj́ı v geometrickém součinu. Uvid́ıme, že tento postulát
neńı nutný a v části 1.3 ukážeme, že symetrická část geometrického součinu vektor̊u
odpov́ıdá skalárńımu součinu. Z bazických vektor̊u můžeme źıskat skrze geomet-
rický součin skaláry, vektory a nav́ıc i nový typ objektu B = e1e2, který budeme
nazývat bivektor. Daľśımi součiny už nové prvky nevygenerujeme, a tak za geo-
metrickou algebru nad R2 budeme považovat množinu

G2 = span {1, e1, e2, B} (1.1.3)

vybavenou geometrickým součinem a sč́ıtáńım. Jelikož spolu bazické vektory an-
tikomutuj́ı, pak druhá mocnina B vyjde

B2 = e1e2e1e2 = −e1e1e2e2 = −1. (1.1.4)

Toto pozorováńı nás vede k tomu, že bychom komplexńı č́ısla v geometrické algebře
mohli reprezentovat jako

Z = α + βB, α, β ∈ R, B = e1e2, B
2 = −1.

Komplexńı č́ıslo tradičně nechápeme jako součet skaláru a bivektoru, ale jako re-
prezentaci vektoru z R2 tedy ve tvaru

z = αe1 + βe2, α, β ∈ R.

V geometrické algebře mezi těmito reprezentacemi komplexńıho č́ısla existuje jed-
noduchá bijekce, která umožňuje mezi nimi volně přecházet:

z 7→ Z : Z = e1z,

Z 7→ z : z = e1Z.

Přirozeným krokem při zavedeńı rotaćı v G2 by bylo nahradit i v exponenciále
za B. Výraz eθB definujeme pomoćı mocninné řady:

eθB =
∞∑
n=0

(θB)n

n!
= cos θ +B sin θ.

U transformace Z ′ = eθBZ můžeme d́ıky výše uvedené bijekci přej́ıt od multivek-
toru Z k vektoru z,

e1z
′ = eθBe1z,

z′ = e1e
θBe1z.
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Daľśımi algebraickými úpravami źıskáme

e1e
θBe1 = e1(cos θ +B sin θ)e1 = cos θ −B sin θ = e−θB.

Finálńı transformačńı vztah je pak tvaru

z′ = e−θBz. (1.1.5)

Stač́ı už jenom ověřit, že tento předpis doopravdy generuje rotaci v R2:

e−θBz = (cos θ −B sin θ)(αe1 + βe2)

= α cos θe1 − e1e2e1α sin θ + β cos θe2 − e1e2e2β sin θ

= (α cos θ − β sin θ) e1 + (α sin θ + β cos θ) e2.

Bazické vektory s bivektorem B antikomutuj́ı, a proto s ńım antikomutuje i libo-
volný vektor z. Rozeṕı̌seme-li exponenciálu jako mocninnou řadu a prokomutujeme
vektor z člen po členu, dostaneme

e−θBz = z eθB. (1.1.6)

Nakonec můžeme transformačńı vztah pro rotaci přepsat do tvaru, který bude
souhlasit i s předpisem pro vyšš́ı dimenze:

z′ = e−
θ
2
Bz e

θ
2
B. (1.1.7)

Geometricky můžeme chápat bivektor B jako orientovaný rovnoběžńık se stra-
nami e1, e2 a jednotkovým obsahem. Jelikož v R2 nemá smysl mluvit o ose rotace,
můžeme ř́ıkat, že B je zároveň generátorem rotace v rovině, ve které lež́ı. Vektory
j́ım vynásobené jsou rotovány o π/2 ve směru od e1 k e2. Uvid́ıme dále, že tento
pohled na rotace je mnohem přirozeněǰśı než tradičńı př́ıstup pomoćı osy rotace a
že je pak jednodušš́ı hovořit o rotaćıch nad rámec R3.

1.2 Geometrická algebra nad R3

Oproti rovině je geometrická algebra prostoru o něco bohatš́ı a uvid́ıme, že v sobě
obsahuje mnoho známých koncept̊u jak z fyziky, tak matematiky.

Konstrukci započneme výběrem ortonormálńı báze, kterou označ́ıme e1, e2, e3.
Podobně jako u dvourozměrného prostoru požadujeme, aby spolu tyto bazické
vektory antikomutovali v geometrickém součinu. Vynásobeńım vektor̊u báze mezi
sebou v r̊uzných kombinaćıch źıskáme skaláry, vektory, už známé bivektory a nový
prvek, který budeme značit I = e1e2e3. Všechny tyto prvky jsou znázorněny na
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obrázku 1.1. I je trivektor, také je v algebře až na násobek jediný a z toho d̊uvodu
mu budeme ř́ıkat pseudoskalár. Obecně budeme pseudoskalárem nazývat multi-
vektor, který je součinem všech bazických vektor̊u. V této algebře se dále nacháźı
tři lineárně nezávislé bivektory

B1 = e2e3, B2 = e3e1, B3 = e1e2, (1.2.1)

kde značeńı Bi = 1
2
εijkejek (použ́ıváme Einsteinovu sumaci) je voleno kv̊uli jed-

nodušš́ım manipulaćım později. Množina, kterou nazveme G3, vznikne podobně
jako G2 lineárńımi kombinacemi prvk̊u

{1, e1, e2, e3, B1, B2, B3, I} .

V předchoźı části jsme identifikovali souvislost mezi rovinou a bivektorem. Neńı
žádným překvapeńım, že v R3 máme právě tři lineárně nezávislé bivektory, ne-
bot’ v prostoru máme tři navzájem r̊uzné kolmé roviny. Pokud bivektory jistým
zp̊usobem představuj́ı roviny, pak neńı až tak překvapivé, že trivektor I můžeme
chápat jako orientovaný rovnoběžnostěn se stranami určenými vektory e1, e2, e3.
Pseudoskalár I má jednotkový objem a orientaci, které ř́ıkáme pravotočivá. Od tri-
vektoru s jednotkovým objemem a levotočivou orientaćı se I lǐśı pouze o znaménko.

e1

e2

e3

B2

B3

B1

e1

e2

e3
I

Obrázek 1.1: Geometrická interpretace bivektor̊u a trivektoru v trojrozměrném
prostoru.

Podprostor vektor̊u a podprostor bivektor̊u maj́ı v G3 stejnou dimenzi, a proto
lze mezi nimi přecházet jistým izomorfismem. Pokuśıme se toto přǐrazeńı po-
psat nejprve geometricky. Pokud máme bivektor B, potom bychom k němu chtěli
přǐradit vektor a, který je kolmý na rovinu, ve které lež́ı B, a naopak vektoru
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a bychom chtěli přǐradit rovinu, na kterou je kolmý, a aby nav́ıc součin aB měl
pravotočivou orientaci. Mezi bazickými vektory a bivektory plat́ı vztah

Bi = Iei = eiI, (1.2.2)

ei = −IBi = −BiI. (1.2.3)

Toto přǐrazeńı odpov́ıdá našemu geometrickému požadavku. Např́ıklad bazickému
vektoru e1 je přǐrazen bivektor B1 = e2e3. Ten odpov́ıdá rovině dané vektory e2
a e3, na které je e1 kolmý. Skrze linearitu je toto zobrazeńı zadáno pro všechny
vektory a a bivektory B:

B = Ia = aI, (1.2.4)

a = −IB = −BI. (1.2.5)

1.2.1 Rotace v R3

V části 1.1 jsme avizovali, že bivektory jsou úzce spojeny s rotacemi. Rotovaný
vektor a můžeme rozložit na část a⊥ kolmou na rovinu rotace a na část a‖ lež́ıćı
v rovině rotace. Rotace ponechává část a⊥ nezměněnou a s část́ı a‖ se provede
rotace v rovině stejně jako v R2. Je-li rovina rotace dána jednotkovým bivektorem
B, tj. B2 = −1, můžeme v rovině naj́ıt dvojici ortonormálńıch vektor̊u a1, a2
takových, že B = a1a2. Část a‖ se bude transformovat podle (1.1.7) jako

a′‖ = e−
θ
2
Ba‖e

θ
2
B. (1.2.6)

Vektor a⊥ antikomutuje s vektory a1, a2, a proto komutuje s B, z toho plyne, že
komutuje i s exponenciálou z B

a′⊥ = a⊥ = e−
θ
2
Ba⊥e

θ
2
B. (1.2.7)

Rotace vektoru v trojrozměrném prostoru je ve tvaru (1.1.7) jako rotace ve dvou
rozměrech

a′ = e−
θ
2
Bae

θ
2
B. (1.2.8)

1.2.2 Reprezentace G3 pomoćı matic

Součin vektor̊u standardńı báze můžeme d́ıky volbě bivektor̊u Bi a dualitě mezi
vektory a bivektory zapsat následuj́ıćım zp̊usobem s využit́ım Einsteinovy sumace

eiej = δij + εijkBk = δij + Iεijkek. (1.2.9)

Připomeneme-li, co plat́ı pro součin Pauliho matic

σiσj = δijI + iεijkσk, (1.2.10)
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σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

je evidentńı, že G3 lze reprezentovat pomoćı 2 × 2 komplexńıch matic nad reálným
tělesem. Skaláry odpov́ıdaj́ı násobk̊um jednotkové matice, samotné Pauliho matice
odpov́ıdaj́ı bazickým vektor̊um, bivektor̊um odpov́ıdaj́ı i-násobky Pauliho matic
a pseudoskaláru odpov́ıdá i-násobek jednotkové matice, t́ım dostáváme 8 lineárně
nezávislých matic nad reálným tělesem.

1.3 Geometrická algebra v obecné dimenzi

V matematice se obvykle geometrická algebra označuje jako Cliffordova algebra.
Jelikož nás nezaj́ımá kategorizace této algebraické struktury, ale jej́ı aplikace v geo-
metrii a ve fyzice, budeme mı́sto Cliffordovy algebry použ́ıvat označeńı geometrická
algebra.

Existuj́ı r̊uzné definice geometrické algebry, které nakonec vedou ke stejné al-
gebře. Několik př́ıklad̊u lze nalézt v [1, str. 188-199]. Naše zavedeńı nebude zcela
rigorózńı a bude zejména inspirované moderněǰśım př́ıstupem Dorana a Lasenbyho
v [2]. Některé výsledky a odvozeńı si vyp̊ujč́ıme i od Hestenese [3]. Budeme vždy
uvažovat reálný vektorový prostor konečné dimenze vybavený regulárńı kvadra-
tickou formou Q. Mezi vektory zavedeme součin, jehož výsledkem bude obecně
objekt, který nazýváme multivektor. Ty budeme obvykle značit velkými ṕısmeny.
Součin muśı splňovat následuj́ıćı tři požadavky

1. je asociativńı,

A(BC) = (AB)C, (1.3.1)

2. je distributivńı v̊uči sč́ıtáńı vektor̊u,

A(B + C) = AB + AC, (1.3.2)

(A+B)C = AC +BC, (1.3.3)

3. pro každý vektor a plat́ı a2 = Q(a) = ‖a‖2.

Právě posledńı požadavek odlǐsuje geometrickou algebru od volné asociativńı al-
gebry generované nad nějakým vektorovým prostorem. Geometrická algebra může
být také definována jako faktorizace volné tenzorové algebry podle oboustranného
ideálu generovaného prvky a⊗ a−Q(a) [1, str. 193].

Postulujeme, že multivektory tvoř́ı vektorový prostor nad tělesem reálných
č́ısel. Každý multivektor lze zapsat jako součet součin̊u vektor̊u. Geometrickou
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algebru generovanou z vektorového prostoru vybaveného nedegenerovanou kvad-
ratickou formou Q se signaturou (p, q) budeme značit G(p, q), v př́ıpadě, že nezálež́ı
na konkrétńı signatuře, budeme už́ıvat značeńı GN , N = p+ q = dimV .

Součin dvou vektor̊u můžeme rozdělit na symetrickou a antisymetrickou část

a · b =
1

2
(ab+ ba) , (1.3.4)

a ∧ b =
1

2
(ab− ba) , (1.3.5)

ab = a · b+ a ∧ b. (1.3.6)

Symetrická část odpov́ıdá skalárńımu součinu (symetrické bilineárńı formě) indu-
kovaného kvadratickou formou Q skrze polarizačńı identitu

Q(a+ b) = (a+ b)2 = a2 + ab+ ba+ b2 = Q(a) +Q(b) + 2(a · b). (1.3.7)

Symetrická část je skalárem a budeme ji nazývat vnitřńı součin. Antisymetrickou
část budeme nazývat vněǰśı součin a jej́ım výsledkem bude bivektor. Vněǰśı součin
r vektor̊u definujeme jako totálně antisymetrizovaný součet jejich součin̊u

a1 ∧ a2 ∧ . . . ∧ ar =
1

r!

∑
π∈Sr

sgn(π) aπ(1)aπ(2) . . . aπ(r), (1.3.8)

kde suma procháźı všechny možné permutace π prvk̊u {1, 2, . . . , r}. Antisymet-
rie vněǰśıho součinu zaručuje, že součin je nulový, pokud jsou dva libovolné vek-
tory stejné a t́ım pádem je nulový, pokud jsou vektory v součinu lineárně závislé.
Pro soubor vektor̊u {e1, e2, . . . , er} ortogonálńıch v̊uči vnitřńımu součinu přecháźı
vněǰśı součin na geometrický d́ıky antikomutativitě ortogonálńıch vektor̊u

e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ er = e1e2 . . . er. (1.3.9)

Pro vektory a1, a2, . . . , ar lze vždy naj́ıt ortogonálńı vektory e1, e2, . . . , er takové,
že

a1 ∧ a2 ∧ . . . ∧ ar = e1e2 . . . er. (1.3.10)

V eukleidovských prostorech toho můžeme doćılit Gram-Schmidtovým ortogona-
lizačńım procesem. V př́ıpadě, že kvadratická forma Q neńı pozitivńı, můžeme
uvažovat matici

Gij = ai · aj, (1.3.11)

která je symetrická a t́ım pádem diagonalizovatelná na diagonálńı matici D skrze
ortogonálńı matici X

XGX−1 = D. (1.3.12)
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Matice X definuje nový soubor vektor̊u {ek}

ek = Xkjaj, (1.3.13)

kde stejně jako dále v textu použ́ıváme sumačńı konvenci. Pro nové vektory plat́ı

ei · ej = (Xikak) · (Xjlal) = XikXjlGkl = Dij. (1.3.14)

Z toho plyne, že v geometrickém součinu spolu antikomutuj́ı, a proto

e1e2 . . . er = e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ er
= (X1k1ak1) ∧ (X2k2ak2) ∧ . . . ∧ (Xrkrakr)

= det (X) a1 ∧ a2 ∧ . . . ∧ ar,

kde determinant vyjde d́ıky totálńı antisymetrizaci ve vněǰśım součinu. Nav́ıc
det (X) = ±1, kde záporného znaménka se můžeme zbavit prohozeńım pořad́ı
dvou vektor̊u nové báze.

Vněǰśı součin nám dovoluje zavést řád multivektoru tak, že vněǰśı součin r
vektor̊u má řád r. Pokud se dá multivektor zapsat jako vněǰśı součin vektor̊u,
řekneme, že je rozložitelný. Rozložitelné multivektory řádu r budeme nazývat
převzatým výrazem r-blade. Lineárńı kombinace r-blad̊u tvoř́ı podprostor geome-
trické algebry, protože součin s antikomutuj́ıćıch vektor̊u nelze zapsat jako součet
součin̊u r, r 6= s, antikomutuj́ıćıch vektor̊u. Obecně má multivektor řád r, pokud
lze zapsat jako lineárńı kombinace r-blad̊u, takový multivektor budeme zkráceně
nazývat r-vektor. Multivektory psané velkými ṕısmeny s indexem např. Ar budeme
považovat za r-vektory, pokud nebude řečeno jinak.

Zvoĺıme-li nyńı ortonormálńı bázi {ek} vektorového prostoru, ze kterého al-
gebru generujeme, pak součin r r̊uzných bazických vektor̊u bude d́ıky vzájemné
antikomutativitě totálně antisymetrický a tedy r-bladem. Označ́ıme-li podprostor
r-vektor̊u v GN jako GrN a G0N ≡ R, můžeme GN napsat jako direktńı součet těchto
podprostor̊u

GN =
N⊕
r=0

GrN . (1.3.15)

Dimenze každého podprostoru je dána jako počet r-prvkových podmnožin v množině
o N prvćıch, protože záměna pořad́ı vektor̊u v součinu má vliv pouze na výsledné
znaménko. Dimenze je tedy dána kombinačńım č́ıslem

dimGrN =

(
N

r

)
. (1.3.16)

Z toho plyne, že dimenze celé geometrické algebry je

dimGN =
N∑
r=0

dimGrN =
N∑
r=0

(
N

r

)
= 2N . (1.3.17)
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Dı́ky (1.3.15) můžeme zavést 〈〉r operátor projekce na podprostor r-vektor̊u. Pro
obecný multivektor A nazýváme hodnotu 〈A〉r r-vektorová část A. Zároveň bu-
deme použ́ıvat značeńı pro projekci na skaláry, kde budeme dolńı index vynechávat

〈A〉0 ≡ 〈A〉 . (1.3.18)

Abychom redukovali počet závorek, zavedeme pořad́ı operaćı tak, že vnitřńı,
vněǰśı a později definovaný komutátorový součin maj́ı přednost před geometrickým
součinem. Např́ıklad a · b c = (a · b)c.

S využit́ım asociativity geometrického součinu a vztahu ab = 2(a · b)− ba pro
dva vektory a, b můžeme součin vektoru a s r-tićı vektor̊u a1, a2, . . . , ar vyjádřit

aa1a2 . . . ar = 2a · a1 a2 . . . ar − a1aa2 . . . ar
= 2a · a1 a2 . . . ar − 2a · a2 a1a3 . . . ar + a1a2aa3 . . . ar

= . . .

= 2
r∑

k=1

(−1)k+1a · ak a1 . . . ǎk . . . ar + (−1)ra1 . . . ara, (1.3.19)

kde háček znač́ı, že je daný symbol ve výrazu vynechán. Vezmeme-li za a1, a2, . . . ar
r-tici antikomutuj́ıćıch vektor̊u e1, e2, . . . , er, jejichž součin t́ım pádem dává nějaký
r-blade Ar = e1e2 . . . er, můžeme psát

1

2
(aAr − (−1)rAra) =

r∑
k=1

(−1)k+1a · ek e1 . . . ěk . . . er. (1.3.20)

Napravo se sč́ıtaj́ı součiny r − 1 antikomutuj́ıćıch vektor̊u tedy (r − 1)-vektory.
Z toho pak plyne, že i výraz na levé straně muśı být (r − 1)-vektor. Budeme ho
značit

a · Ar =
1

2
(aAr − (−1)rAra) . (1.3.21)

Takto definovaný vnitřńı součin je ve schodě s naš́ı předchoźı definićı vezmeme-li za
Ar nějaký vektor b (multivektor řádu 1). Dále ukážeme, že zbývaj́ıćı část součinu
odpov́ıdá vněǰśımu součinu

a ∧ Ar = aAr − a · Ar =
1

2
(aAr + (−1)rAra) . (1.3.22)

Důkaz provedeme indukćı. Pro r = 1 dostáváme

1

2
(ae1 − e1a) = a ∧ e1, (1.3.23)
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což odpov́ıdá definici vněǰśıho součinu. Pro indukčńı krok předpokládáme, že vztah
plat́ı pro (r − 1)-vektory. Vněǰśı součin rozeṕı̌seme podle definice a uprav́ıme

a ∧ e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ er =
1

r + 1
ae1e2 . . . er

+
1

r + 1

r∑
k=1

(−1)kek (a ∧ e1 ∧ . . . ∧ ěk ∧ . . . ∧ er) . (1.3.24)

Využijeme indukčńıho předpokladu a uprav́ıme

r∑
k=1

(−1)kek (a ∧ e1 ∧ . . . ∧ ěk ∧ . . . ∧ er)

=
1

2

r∑
k=1

(−1)kek
(
ae1 . . . ěk . . . er + (−1)r−1e1 . . . ěk . . . era

)
=

1

2

r∑
k=1

(−1)kekae1 . . . ěk . . . er +
r

2
(−1)re1e2 . . . era

=
r∑

k=1

(−1)k (a · ek) e1 . . . ěk . . . er +
r

2
(ae1 . . . er + (−1)re1 . . . era)

= −1

2
(ae1 . . . er − (−1)re1 . . . era) +

r

2
(ae1 . . . er + (−1)re1 . . . era)

=
r − 1

2
ae1 . . . er +

r + 1

2
(−1)re1 . . . era.

Dosad́ıme-li toto do (1.3.24) źıskáme okamžitě

a ∧ Ar =
1

2
(aAr + (−1)rAra) . (1.3.25)

Součin vektoru a r-vektoru tedy můžeme rozdělit na část s řádem o jedna menš́ı
a vyšš́ı

aAr = 〈aAr〉r−1 + 〈aAr〉r+1 , (1.3.26)

kde
a · Ar = 〈aAr〉r−1 , a ∧ Ar = 〈aAr〉r+1 . (1.3.27)

S využit́ım rozkladu součinu vektoru a r-vektoru můžeme opakovanou aplikaćı
odvodit rozklad pro součin r-bladu a nějakého s-vektoru

ArBs = 〈ArBs〉|r−s| + 〈ArBs〉|r−s|+2 + . . .+ 〈ArBs〉r+s . (1.3.28)

Jelikož součin je distributivńı a projektory lineárńı, plat́ı tento rozklad pro součin
libovolného r-vektoru a s-vektoru. Vnitřńımu a vněǰśımu součinu budou odpov́ıdat
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nejnižš́ı a nejvyšš́ı řád v rozkladu

Ar ·Bs = 〈ArBs〉|r−s| , (1.3.29)

Ar ∧Bs = 〈ArBs〉r+s . (1.3.30)

Asociativita vněǰśıho součinu př́ımo plyne z rozkladu (1.3.28) a asociativity geo-
metrického součinu:

(Ar ∧Bs)∧Ct = 〈ArBs〉r+s ∧Ct = 〈(ArBs)Ct〉r+s+t = 〈Ar(BsCt)〉r+s+t . (1.3.31)

Podobnou argumentaćı lze dokázat vztah

Ar · (Bs · Ct) = (Ar ∧Bs) · Ct r + s ≤ t; r, s > 0, (1.3.32)

který se ukáže užitečný zejména pro vektory

a · (b · Ar) = (a ∧ b) · Ar, r ≥ 2. (1.3.33)

Při práci s geometrickým součinem, který je nekomutativńı, hojně využijeme
operaci reverze, neboli obráceńı pořad́ı násobeńı. Reverze na součin vektor̊u p̊usob́ı

˜(ab . . . c) = c . . . ba. (1.3.34)

Na r-blady jej́ı p̊usobeńı můžeme odvodit tak, že daný r-vektor Ar rozeṕı̌seme na
součin r antikomutuj́ıćıch vektor̊u

Ãr = ˜(e1e2 . . . er) = er . . . e2e1 = (−1)
r(r−1)

2 e1e2 . . . er. (1.3.35)

U r-blad̊u tedy dojde na základě řádu ke změně znaménka

Ãr = (−1)
r(r−1)

2 Ar. (1.3.36)

Operaci reverze pak lineárně dodefinujeme pro libovolný multivektor.
Na geometrické algebře můžeme zavést také skalárńı součin dvou multivektor̊u

A a B jako 〈
ÃB
〉
. (1.3.37)

Nav́ıc podle (1.3.28) můžeme usoudit〈
ÃrBs

〉
= 0 r 6= s, (1.3.38)〈

ÃrBr

〉
= Ãr ·Br = B̃r · Ar =

〈
B̃rAr

〉
. (1.3.39)
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Linearita plyne z distributivńıch zákon̊u pro geometrický součin a linearity pro-
jekce. Vid́ıme, že jednotlivé podprostory Grn jsou při tomto součinu navzájem or-
togonálńı. Pozitivńı definitnost pak stač́ı ověřit pro blady. Mějme Ar = e1 . . . er,
potom

‖Ar‖2 = 〈ÃrAr〉 = er . . . e1e1 . . . er = ‖e1‖2 ‖e2‖2 . . . ‖er‖2 ≥ 0, (1.3.40)

nacháźıme-li se v eukleidovském prostoru. V eukleidovském prostoru se jedná o
skalárńı součin, který na geometrické algebře indukuje i normu, a tak lze alge-
bru chápat jako normovaný vektorový prostor. Norma na geometrické algebře je
podstatná pro geometrickou analýzu.

Nyńı se krátce vrát́ıme k vektorovému součinu. Mějme dva lineárně nezávislé
vektory a a b. Úhel mezi nimi označ́ıme θ, potom algebraickými úpravami dosta-
neme

(a ∧ b)2 = (m · n)2 − a2a2

=
(
cos2 θ − 1

)
‖a‖2 ‖b‖2 = −‖a‖2 ‖b‖2 sin2 θ. (1.3.41)

Norma bivektoru a ∧ b tedy odpov́ıdá obsahu rovnoběžńıku se stranami danými
vektory a a b. (Pro obecné r-blady je jeho norma rovna objemu př́ıslušného rov-
noběžnostěnu.) Nyńı už je jasné, že vektorový součin neńı nic jiného než bivektor
zobrazený na vektor podle (1.2.5):

a× b = −Ia ∧ b. (1.3.42)

Je evidentńı, že v rámci geometrické algebry je vektorový součin zbytečný a
symbol × uvolńıme ve prospěch komutátoru dvou multivektor̊u A a B, který de-
finujeme:

A×B =
1

2
(AB −BA). (1.3.43)

Má několik společných vlastnost́ı s komutátorem matic, které zde nebudeme do-
kazovat. Je antisymetrický, lineárńı, splňuje Jacobiho identitu

A× (B × C) +B × (C × A) + C × (A×B) = 0 (1.3.44)

a splňuje Leibnizovo pravidlo vzhledem ke geometrickému součinu

A× (BC) = (A×B)C +B(A× C). (1.3.45)

Všimněme si, že komutátor vektoru a bivektoru d́ıky (1.3.21) přecháźı ve vnitřńı
součin:

a ·B = a×B.
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1.3.1 Pseudoskalár a projekce

Pseudoskalár I celkové algebry je dán vněǰśım součinem všech vektor̊u onrto-
normálńı báze daného prostoru. Je to prvek s nejvyšš́ım řádem N a nav́ıc definuje
orientaci daného prostoru. Vynásob́ıme-li nějaký r-vektor Ar s pseudoskalárem I,
dostaneme (N − r)-vektor. Tomuto přǐrazeńı r-vektoru a (N − r)-vektoru ř́ıkáme
dualita, nebo duál. V prostorech s lichou dimenźı pseudoskalár komutuje s vek-
tory, a tak komutuje se všemi multivektory. Obecně vždy komutuje s multivektory
sudého řádu. Tato pozorováńı můžeme souhrně sepsat

IAr = (−1)r(N−1)ArI. (1.3.46)

Dı́ky pseudoskaláru můžeme zaměňovat vnitřńı a vněǰśı součin

a · (ArI) =
1

2

(
aArI − (−1)N−rArIa

)
=

1

2

(
aArI − (−1)N−r(−1)N−1AraI

)
=

1

2
(aAr + (−1)rAra) I

= a ∧ Ar I. (1.3.47)

V této části se omeźıme na eukleidovské prostory, abychom se vyhnuli pa-
tologickému př́ıpadu r-blad̊u s nulovou normou. V prostoru, kterým generujeme
geometrickou algebru, uvažujme nějaký r-dimenzionálńı podprostor Vr. V něm
zvoĺıme ortogonálńı bázi a1, a2, . . . , ar, potom k podprostoru Vr můžeme přǐradit
r-blade Ar:

Ar = a1a2 . . . ar. (1.3.48)

Naopak vezmeme-li nějaký r-blade Ar, můžeme ho napsat jako součin r antikomu-
tuj́ıćıch vektor̊u a1, a2, . . . ar, které pak tvoř́ı ortogonálńı bázi nějakého podprostoru
Vr.

Je evidentńı, že toto přǐrazeńı podprostor↔ blade je vzájemně jednoznačné až
na skalárńı násobek. Jednotkový blade přǐrazený k podprostoru Vr budeme nazývat
pseudoskalárem podprostoru Vr, protože stejně jako pseudoskalár celé algebry je
dán součinem všech bazických vektor̊u.

Zaj́ımá-li nás ortogonálńı projektor na podprostor Vr, jeho p̊usobeńı můžeme
zapsat skrze Ar:

b = bArA
−1
r = (b · Ar + b ∧ Ar)A−1r . (1.3.49)

Tvrd́ıme, že ortogonálńı projekce b do podprostoru Vr je dána jako

b‖ = b · ArA−1r . (1.3.50)
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To můžeme nahlédnout rozeṕı̌seme-li součin pomoćı (1.3.20)

b‖ = b · ArA−1r =
r∑

k=1

b · ak a−1k =
r∑

k=1

b · ak
‖ak‖

ak
‖ak‖

, (1.3.51)

protože a−1k = ak
‖ak‖2

. Předpis výše už odpov́ıdá klasické ortogonálńı projekci. Z toho

plyne, že ortogonálńı projekce do ortogonálńıho doplňku Vr je

b− b‖ = b⊥ = b ∧ ArA−1r . (1.3.52)

Stejným předpisem jako pro vektory bychom mohli definovat projekci i pro
obecné multivektory, nebudeme zde diskutovat nějak podrobně, proč tomu tak je,
ale ilustrujeme projekci multivektoru na př́ıkladu s bivektorem.

e3

e2

e1

a

b

b‖

a‖

a ∧ b

a‖ ∧ b‖

Obrázek 1.2: Projekce bivektoru a ∧ b do podprostoru daného bivektorem e1e2.

Začneme-li s nějakým bivektorem a∧ b, intuitivně bychom projekci do podpro-
storu daného jednotkovým r-bladem Ar definovali jako vněǰśı součin ortogonálńıch
projekćı vektor̊u a a b, viz obr . 1.2,

(a ∧ b)‖ = a‖ ∧ b‖. (1.3.53)
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V podprostoru daném Ar zvoĺıme ortonormálńı bázi a1, a2, . . . , ar tak, že rozlož́ıme
Ar = a1a2 . . . ar. Ukážeme, že z předpisu

(a ∧ b)‖ = (a ∧ b) · ArA−1r (1.3.54)

dostaneme naši intuitivńı představu (1.3.53). Využijeme vztahu pro vnitřńı a vněǰśı
součin (1.3.33) a dvakrát za sebou rozeṕı̌seme vnitřńı součin jako v (1.3.20)

(a ∧ b) · ArA−1r = a · (b · Ar)A−1r

= a ·

(
r∑
j=1

(−1)k+1b · aj a1 . . . ǎj . . . ar

)
A−1r

=
r∑

i,j=1
i 6=j

(−1)i+j(a · ai)(b · aj)a1 . . . ǎi . . . ǎj . . . arar . . . a2a1

=
r∑

i,j=1
i 6=j

(a · ai)(b · aj)aiaj =
r∑

i,j=1

(a · aiai) ∧ (b · ajaj)

= a‖ ∧ b‖.

Tento vztah pak můžeme lineárně rozš́ı̌rit na libovolný bivektor B

B‖ = B · ArA−1r . (1.3.55)

U bivektor̊u a obecně ostatńıch multivektor̊u už neplat́ı, že zbytek po odečteńı
ortogonálńı projekce dává část lež́ıćı zcela v ortogonálńım doplňku. Toto je jasné
z jednoduché úvahy pro blade a ∧ b

a ∧ b = (a‖ + a⊥) ∧ (b‖ + b⊥) = a‖ ∧ b‖ + a‖ ∧ b⊥ + a⊥ ∧ b‖ + a⊥ ∧ b⊥. (1.3.56)

Je vidět, že dostáváme i části, které lež́ı částečně v prostoru, do kterého jsme
prováděli projekci. Pouze výraz a⊥ ∧ b⊥ lež́ı zcela v ortogonálńım doplňku. Část

(a ∧ b)× = a‖ ∧ b⊥ + a⊥ ∧ b‖ (1.3.57)

budeme nazývat mixace bivektoru a ∧ b, viz obr. 1.3. Ukážeme, že ji můžeme
spoč́ıtat jako

(a ∧ b)× = (a ∧ b)× ArA−1r . (1.3.58)

Rozeṕı̌seme-li každý z vektor̊u na součet projekce a doplňku, pak stač́ı diskutovat
komutativitu těchto část́ı s Ar. V podprostoru daném Ar zvoĺıme ortonormálńı bázi
a1, a2, . . . , ar tak, že Ar = a1a2 . . . ar. Vektory a‖ a b‖ jsou lineárńımi kombinacemi
těchto vektor̊u, každý z člen̊u lineárńı kombinace jednou komutuje a (r − 1)-krát
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antikomutuje s vektory tvoř́ıćı rozklad Ar. Vektory a⊥ a b⊥ jsou kolmé na všechny
vektory a1, a2, . . . , ar, a proto se všemi antikomutuj́ı. Z tohoto pozorováńı plyne,
že součiny a‖b‖, b‖a‖, a⊥b⊥, b⊥a⊥ komutuj́ı s Ar, a proto i výrazy a‖ ∧ b‖, a⊥ ∧ b⊥
komutuj́ı s Ar. Obdobně pak výrazy a‖ ∧ b⊥ = a‖b⊥, a⊥ ∧ b‖ = a⊥b‖ antikomutuj́ı
s Ar a tak dostáváme

(a ∧ b)× ArA−1r = (a‖ ∧ b⊥ + a⊥ ∧ b‖)ArA−1r = a‖ ∧ b⊥ + a⊥ ∧ b‖. (1.3.59)

Pro obecný bivektor B tento vztah definujeme lineárńım rozš́ı̌reńım

B× = B × ArA−1r . (1.3.60)

e3

e2

e1

a

b

b‖

a‖

a⊥

b⊥

Obrázek 1.3: Obě části tvoř́ıćı v součtu mixaci bivektoru a ∧ b vzhledem k pod-
prostoru danému bivektorem e1e2.

Nyńı lehce odboč́ıme, protože máme připravenou p̊udu pro to, abychom ukázali,
že komutátor r-vektoru s bivektorem je opět r-vektor. Pro blade a ∧ b už v́ıme:

(a ∧ b)× Ar = (a‖ ∧ b⊥ + a⊥ ∧ b‖)Ar, (1.3.61)

vněǰśı součiny na pravé straně můžeme nahradit geometrickými, protože jde o
vněǰśı součin ortogonálńıch vektor̊u. Výraz b⊥a‖Ar je evidentně r-vektor. Součin
a‖Ar muśı být (r − 1)-vektor, protože

a‖ ∧ Ar = 0, (1.3.62)
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a b⊥ je kolmý na všechny vektory v podprostoru daném Ar, proto součin b⊥a‖Ar je
r-vektorem. Obdobnou argumentaćı toto dokážeme i pro součin a⊥b‖Ar. Lineárńım
rozš́ı̌reńım je tento fakt platný i pro obecné bivektory. Vezmeme-li za r-vektor bi-
vektor, dostaneme výsledek, že komutátor bivektoru s bivektorem je opět bivektor.
Nav́ıc d́ıky vlastnostem komutátorového součinu tvoř́ı bivektory s komutátorovým
součinem Lieovu algebru.

Zbývaj́ıćı zcela kolmou část nějakého obecného bivektoru B dostaneme jako

B⊥ = B ∧ ArA−1r , (1.3.63)

protože součin bivektoru a r-vektoru můžeme rozepsat jako

B = BArA
−1
r =

(
〈BAr〉r−2 + 〈BAr〉r + 〈BAr〉r+2

)
A−1r (1.3.64)

= (B · Ar +B × Ar +B ∧ Ar)A−1r (1.3.65)

= B‖ +B× +B⊥. (1.3.66)

1.3.2 Zrcadleńı a rotace v RN

V této části budeme vycházet z Cartan-Dieudonného věty, jej́ıž d̊ukaz lze nalézt
např́ıklad v [4, str. 77-78].

Věta (Cartan-Dieudonné). Bud’ V vektorový prostor nad tělesem reálných č́ısel
dimenze N ∈ N a h : V × V → R regulárńı symetrická bilineárńı forma na
V . Potom každá ortogonálńı transformace V lze zapsat jako složeńı nejvýše N
zrcadleńı.

Mějme jednotkový vektor n a chceme podle roviny kolmé na n zrcadlit vek-
tor a. Rozlož́ıme a na část rovnoběžnou s n a kolmou na n, tj. rozkládáme do
jednorozměrného podprostoru daného n.

a‖ = a · nn−1, a⊥ = a ∧ nn−1. (1.3.67)

Zaj́ımá-li nás zrcadleńı v rovině kolmé na n, pak a⊥ z̊ustane nezměněné a a‖ se
vynásob́ı (−1) a dostaneme

a′ = −a‖ + a⊥ = (−a · n+ a ∧ n)n−1 = −(n · a+ n ∧ a)n−1 = −nan−1. (1.3.68)

Výsledek a′ zrcadleńı vektoru a podle roviny s normálou n je

a′ = −nan−1. (1.3.69)

Stejnou transformaci dává i vektor −n, z toho plyne, že zrcadleńı jsou dvojnásobně
pokryta jednotkovými vektory. Podle Cartan-Dieudonného věty pak libovolnou
ortogonálńı transformaci T můžeme zapsat s využit́ım geometrické algebry jako

T (a) = (−1)kUaŨ, U = uk . . . u1, (1.3.70)
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kde u1, . . . uk, k ≤ N jsou normálové vektory nadrovin, podle kterých se prováděj́ı
zrcadleńı, na která lze transformaci T rozložit. Pro multivektory U mimo jiné plat́ı

UŨ = ŨU = (−1)s, (1.3.71)

kde s je počet vektor̊u v U , které maj́ı záporný kvadrát.
Vid́ıme, že grupu ortogonálńıch transformaćı můžeme v geometrické algebře

reprezentovat grupou generovanou součiny jednotkových vektor̊u. Tato reprezen-
tace grupu ortogonálńıch transformaćı dvojnásobně pokrývá, nebot’ multivektor
−U dává stejnou transformaci jako U . Grupu generovanou součiny jednotkových
vektor̊u nazýváme pin grupou. Prvky pin grupy můžeme rozdělit na prvky tvořené
součinem lichého a sudého počtu vektor̊u, prvky tvořené součinem sudého počtu
vektor̊u tvoř́ı podgrupu, kterou nazýváme spin grupa. Prvky R spin grupy splňuj́ıćı
podmı́nku RR̃ = 1 se nazývaj́ı rotory a tvoř́ı podgrupu spin grupy.

Dále budeme hovořit o rotaćıch v eukleidovských prostorech, kde jsou spin
grupa a grupa rotor̊u totožné. Mějme nyńı př́ıklad jednoduché rotace, která vznikne
složeńım dvou zrcadleńı prvně podle nadroviny kolmé k jednotkovému vektoru m a
poté podle nadroviny kolmé k jednotkovému vektoru n. Označ́ıme R = nm rotor,
který tuto transformaci realizuje. Úhel mezi vektory m a n označ́ıme jako θ

2
. Rotor

R pak můžeme psát ve tvaru

R = nm = cos
θ

2
−B sin

θ

2
= e−

θ
2
B, B =

m ∧ n
sin θ

2

,

R̃ = mn = cos
θ

2
+B sin

θ

2
= e

θ
2
B,

kde jsme využili 1.3.41. Rotovaný vektor a můžeme rozdělit na část a⊥ kolmou na
vektory m a n, která pak komutuje s R, a na část a‖ lež́ıćı v rovině dané vektory
m a n. Rotace daná rotorem R ponechává a⊥ nezměněné a a‖ podléhá rotaci o
úhel θ v rovině dané vektory m a n

RaR̃ = R(a⊥ + a‖)R̃ = a⊥RR̃ + e−
θ
2
Ba‖e

θ
2
B = a⊥ + e−

θ
2
Ba‖e

θ
2
B. (1.3.72)

Skládáńım jednoduchých rotaćı můžeme źıskávat složitěǰśı rotace, které d́ıky Baker-
Campbel-Hausdorffově formuli budou opět dané exponenciálou z bivektoru

exp(−θ
2
B) exp(−ϕ

2
C) = exp(−1

2
(θB + ϕC)− 1

4
θϕ(B × C) + . . .), (1.3.73)

kde v sumě pak následuj́ı vyšš́ı řády komutátor̊u B a C. Jelikož jsou bivektory
uzavřené v̊uči komutátoru, pak výsledek sumy (pokud konverguje) bude také bi-
vektor.

22



Rotaci vektor̊u můžeme př́ımočaře rozš́ı̌rit na součin vektor̊u. Řekneme-li, že
rotace součinu vektor̊u a1, a2, . . . ar je součin rotovaných vektor̊u, dostáváme

Ra1R̃Ra2R̃ . . . RarR̃ = Ra1a2 . . . arR̃. (1.3.74)

Na základě tohoto výsledku definujeme rotaci libovolného multivektoru A stejným
předpisem, jako máme pro vektory

A′ = RAR̃. (1.3.75)

Rozvedeme-li tento předpis do prvńıho řádu v θ, źıskáme podobu infinitesimálńı
rotace

R(θ)AR̃(θ) = e−
θ
2
BAe

θ
2
B = A+ θ(A×B) +O(θ2). (1.3.76)

1.3.3 Reciproká báze

Pojem reciproké báze bude výhodný zejména pro práci se složkami vektor̊u. Mějme
nějakou bázi vektorového prostoru {eµ}, potom reciprokou bázi {eµ} definujeme
vztahem

eµ · eν = δµν , ∀i, j, (1.3.77)

kde δµν je Kroneckerovo delta. Vektory reciproké báze úzce souviśı s báźı duálńıho
vektorového prostoru tak, že pohybujeme-li se v eukleidovském prostoru, pak po-
moćı Rieszova lemmatu můžeme vektory duálńı báze reprezentovat vektory {eµ}
v p̊uvodńım vektorovém prostoru. Nadále budeme použ́ıvat Einsteinovu sumačńı
konvenci, že pokud se ve výrazu opakuj́ı dva stejné indexy, kdy jeden je nahoře
a druhý dole, pak se přes ně sč́ıtá přes všechny možné hodnoty daného indexu.
Souřadnice vektoru a zavedeme klasicky jako koeficienty lineárńı kombinace

a = aµeµ = aµe
µ, (1.3.78)

aµ = a · eµ, (1.3.79)

aµ = a · eµ. (1.3.80)

Zavedeme-li metrický tenzor gµν a jeho inverzi gµν

gµν = eµ · eν , (gµν) = (gµν)
−1, (1.3.81)

pak pro vektory reciproké báze můžeme psát

eµ = gµνeν . (1.3.82)

Jednoduše ověř́ıme, že splňuj́ı definičńı požadavek

eµ · eν = gµσeσ · eν = gµσgσν = δµν . (1.3.83)

Metrický tenzor nám dovoluje zvyšovat a snižovat indexy jak u souřadnic, tak u
bazických vektor̊u, potažmo multivektor̊u.
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1.3.4 Lineárńı operátory a multivektory

Lineárńı operátor F zobrazuj́ıćı vektorový prostor V do V se vyznačuje zejména
vlastnost́ı linearity

F(x+ λy) = F(x) + λF(y).

Rozš́ı̌reńı lineárńıho zobrazeńı F na multivektory provedeme postupnou konstrukćı.
Zaprvé definujeme, jak p̊usob́ı na blady

F(a ∧ b ∧ · · · ∧ c) = F(a) ∧ F(b) ∧ · · · ∧ F(c), (1.3.84)

což je velmi intuitivńı př́ıstup. Uvažujme např́ıklad rotaci. Máme-li bivektor a∧ b,
který odpov́ıdá nějakému rovnoběžńıku, pak po rotaci dané lineárńım operátorem
R bychom chtěli, aby byl otočen i rovnoběžńık a∧b. Toho dosáhneme jednoduše t́ım,
že otoč́ıme oba dva vektory, které ho definuj́ı. Dostaneme R(a ∧ b) = R(a) ∧ R(b).

Skrze linearitu můžeme rozš́ı̌rit p̊usobeńı libovolného lineárńıho zobrazeńı F na
všechny multivektory v dané algebře s t́ım, že pro skaláry definujeme:

F(α) = α. (1.3.85)

Z konstrukce je pak jasné, že výsledné zobrazeńı F bude lineárńım zobrazeńım na
dané geometrické algebře

F(A+ λB) = F(A) + λF(B). (1.3.86)

Rozš́ı̌reńı lineárńıch operátor̊u na celou geometrickou algebru nab́ıźı hlubš́ı
vhled do spektrálńı teorie. Vlastńı č́ıslo λ a př́ıslušný vlastńı vektor e lineárńıho
operátor F jsou dány rovnićı

F(e) = λe. (1.3.87)

Vlastńı č́ısla λ se pak hledaj́ı jako kořeny charakteristické rovnice

det(F − λ id) = 0, (1.3.88)

kde id znač́ı identický operátor. Kořeny této rovnice mohou obecně vyj́ıt jako kom-
plexńı č́ısla. Je zvláštńı, proč by nám pro reálný lineárńı operátor na reálném vekto-
rovém prostoru měla vyj́ıt komplexńı vlastńı č́ısla. Vhled nab́ıźı koncept vlastńıch
blad̊u, kterým rozš́ı̌ŕıme pojem vlastńıho vektoru. Ar je vlastńı r-blade př́ıslušný
k vlastńımu č́ıslu λ lineárńıho operátoru F, pokud splňuje rovnici

F(Ar) = λAr. (1.3.89)

Typickým zástupcem operátor̊u s komplexńımi vlastńımi č́ısly je operátor ro-
tace. Pro určitost si vezmeme rotaci v trojrozměrném prostoru o úhel θ v rovině
dané bivektorem B3, tj. v rovině xy. Operátor rotace R má spektrum

σ(R) = {1, eiθ, e−iθ}. (1.3.90)
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Operátor rotace R je zprostředkován rotorem R = e−
θ
2
B3 , proto dostáváme

R(B3) = e−
θ
2
B3B3e

θ
2
B3 = B3. (1.3.91)

B3 je tedy vlastńı bivektor s vlastńım č́ıslem 1, což dává geometricky smysl, protože
rovina daná bivektorem B3 při rotaci z̊ustává nezměněna.

Dá se ukázat, že pseudoskalár I patřičné geometrické algebry je vlastńı mul-
tivektor všech lineárńıch operátor̊u s př́ıslušným vlastńım č́ıslem je determinant
daného lineárńıho operátoru

F(I) = det(F)I. (1.3.92)
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Kapitola 2

Základńı pojmy geometrické
analýzy

V této kapitole se budeme zabývat základńımi pojmy geometrické analýzy, jako
jsou funkce s oborem hodnot v geometrické algebře, vektorová derivace a nako-
nec orientovaný integrál. Pro jednoduchost se budeme zabývat pouze funkcemi
definovanými na RN .

2.1 Operátor vektorové derivace

Jelikož na geometrické algebře umı́me zavést normu multivektoru d́ıky skalárńımu
součinu (1.3.37), lze ji považovat za normovaný vektorový prostor, a proto v ńı
máme dobře definovaný pojem limity. To nám umožňuje definovat derivaci funkce
F : R→ GN pomoćı limity

dF

dτ
(τ0) = lim

ε→0

F (τ0 + ε)− F (τ0)

ε
. (2.1.1)

Pro funkci F : RN → GN můžeme pomoćı limity definovat směrovou derivaci ve
směru nějakého vektoru a ∈ RN

a · ∇F (x) = lim
ε→0

F (x+ εa)− F (x)

ε
. (2.1.2)

Nyńı definujeme operátor vektorové derivace ∇ jako objekt, který má algebraické
vlastnosti vektoru a jeho vnitřńı součin s jiným vektorem dává směrovou derivaci

a · ∇F (x) = lim
ε→0

F (x+ εa)− F (x)

ε
. (2.1.3)
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Mějme nějakou konstantńı bázi {ek} s reciprokou báźı {ek}. Jelikož ∇ je vektor,
potom ho můžeme napsat jako lineárńı kombinaci vektor̊u báze

∇ = ek ek · ∇ = ek
∂

∂xk
= ek∂k, (2.1.4)

kde jsme tradičně označili derivace v souřadnicových směrech jako ∂
∂xk

= ∂k. Ze
souřadnicového vyjádřeńı je vidět, jakým zp̊usobem operátor vektorové derivace
kombinuje algebraické vlastnosti vektoru s diferenciálńımi vlastnostmi směrové de-
rivace. Za pomoci (2.1.4) lze př́ımočaře źıskat vztahy pro derivaci součtu a součinu

∇(F +G) = ∇F +∇G, (2.1.5)

∇(FG) = ∇̇ḞG+ ∇̇FĠ. (2.1.6)

Tečka znač́ı, která funkce má být ve výrazu derivována. Pro prvńı výraz bychom
mohli použ́ıt závorek a psát ∇̇ḞG = (∇F )G, avšak pro druhý závorky použ́ıt
nemůžeme, nebot’ geometrický součin neńı obecně komutativńı. Označ́ıme-li ∇y

vektorovou derivaci p̊usob́ıćı na funkce proměnné y, můžeme výraz ∇̇FĠ zapsat
jako

∇̇FĠ = ∇y(F (x)G(y))|y=x = ekF∂kG, (2.1.7)

tedy členy bez tečky považujeme za konstantńı v̊uči derivaci. Pokud se ve výrazu
nevyskytuje tečka nad ∇, p̊usob́ı derivace na prvńı člen napravo od ∇. S touto
konvenćı pak můžeme zapsat jinou podobu Leibnizova pravidla pro součin

Ḟ ∇̇Ġ = Ḟ ∇̇G+ F∇G (2.1.8)

Když ∇ je vektor, pak by nás zaj́ımalo čemu je rovna jeho druhá mocnina.
Algebraicky by to měl být skalár. Začneme s několika pozorováńımi. Zaprvé jelikož
∇ je vektor, můžeme součin ∇F psát také jako

∇F = ∇ · F +∇∧ F. (2.1.9)

Dále vněǰśı součin ∇ s ∇ dává

∇∧∇ = ek∂k ∧ ej∂j = (ek ∧ ej)∂k∂j = 0, (2.1.10)

nebot’ parciálńı derivace jsou, jak předpokládáme, záměnné a vektory báze ek kon-
stantńı. Dostáváme tedy

∇2F = (∇ · ∇)F. (2.1.11)

Zvoĺıme-li nyńı konstantńı ortonormálńı bázi {ek}, pak je sama sobě reciprokou,
tj. plat́ı ek = ek, potom pro ∇2 źıskáváme

∇2F = (∇ · ∇)F = ek · ej∂k∂jF =
∂2F

∂x2k
= ∆F, (2.1.12)

což neńı nic jiného než Laplace̊uv operátor a tedy

∇2 = ∆. (2.1.13)
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2.1.1 Gradient, divergence a rotace

Naše volba značeńı a výsledek ∇2 = ∆ neńı náhodou. Operátor vektorové derivace
úzce souviśı s diferenciálńımi operátory gradientu, divergence a rotace. V této části
budeme značit vektory v R3 tučně včetně operátoru vektorové derivace. Uvažujme
nyńı skalárńı pole ϕ. Aplikujeme-li ∇ na ϕ, dostáváme z rovnice (2.1.9)

∇ϕ = ∇∧ ϕ = ek∂kϕ. (2.1.14)

Vektorová derivace dává gradient skalárńıch poĺı. Budeme-li nyńı uvažovat zat́ım
v obecné dimenzi vektorové pole f(x), můžeme podle (2.1.9) rozdělit ∇f na sy-
metrickou a antisymetrickou část. Symetrickou část budeme nazývat divergence a
je rovna

∇ · f = ∂k(e
k · f) = ∂kf

k, (2.1.15)

což splývá s definićı divergence na R3. Dále nám zbývá antisymetrická část součinu,
kterou budeme nazývat vněǰśı derivace. V souřadnićıch lze vyjádřit jako

∇∧ f = ek ∧ ej∂kfj. (2.1.16)

Vezmeme-li v R3 standardńı bázi, pak pro složky vněǰśı derivace můžeme psát

∇ ∧ f = ek ∧ ej∂kfj = εkjiBi∂kfj. (2.1.17)

Z toho je vidět, že vněǰśı derivace má stejné složky jako operátor rotace, avšak ro-
taci v R3 chápeme jako vektor, kdežto vněǰśı derivace vektorového pole je bivektor,
proto je obt́ıžné definovat rotaci nad rámec R3, nebot’ pouze v R3 lze ztotožňovat
vektory a bivektory. Obecně se rotace definuje na úrovni diferenciálńıch forem.
Rotaćı se pak rozumı́ 2-forma, která je vněǰśı derivaćı 1-formy.

Souvislost mezi vektorovou derivaćı a diferenciálńımi operátory na R3 můžeme
shrnout v následuj́ıćım přehledu, kde ϕ je skalárńı pole a f je vektorové pole

∇ϕ = gradϕ, (2.1.18)

∇f = div f + I rotf . (2.1.19)

S využit́ım geometrického součinu a operátoru vektorové derivace se zjednoduš́ı i
odvozováńı diferenciálńıch identit

div(ϕf) = ∇ · (ϕf) = ∂k(ϕek · f)

= (∂kϕ)fk + ϕ∂k(ek · f)

= (∇ϕ) · f + ϕ∇ · f
= (gradϕ) · f + ϕ div f .
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Nebo pro Laplace̊uv operátor p̊usob́ıćı na vektorová pole dostaneme

∆f = ∇2f = ∇ (∇ · f + ∇ ∧ f)

= ∇(∇ · f) + ∇ · (∇ ∧ f) + ∇ ∧∇ ∧ f

= ∇(∇ · f)−∇ · (∇ ∧ f I2)

= ∇(∇ · f)−∇ ∧ (∇ ∧ f I) I

= ∇(∇ · f)− I∇ ∧ (I∇ ∧ f)

= grad div f − rot rotf ,

kde jsme využili (1.3.47) a toho, že v trojrozměrném prostoru pseudoskalár I ko-
mutuje se všemi multivektory.

2.2 Orientovaný integrál

Ćılem v této části bude intuitivně zavést integrál multivektorových funkćı přes
d-dimenzionálńı varietu M vnořenou do RN . Nav́ıc budeme požadovat, aby tato
varieta byla orientovatelná. To nám umožňuje dobře definovat funkci jednotkového
pseudoskaláru IM(x), která určuje tečný prostor a orientaci variety. Vı́ce o pseudo-
skaláru IM(x) a jeho konstrukci rozeb́ıráme na začátku kapitoly 4. Integrál funkce
F :M→ GN přes M definujeme pomoćı Riemannovy sumy jako∫

M
dXF = lim

n→∞

n∑
k=1

∆X(xk)F (xk), (2.2.1)

kde body xk jsou body nějakého děleńı M a ∆X(xk) jsou př́ıslušné orientované
objemy. Integrál tedy źıskáme jako limitu v́ıce a v́ıce jemněǰśıch děleńı. Pro př́ıpad
d = 1 dostáváme orientovaný křivkový integrál, kde konstrukce orientovaných
objemů přecháźı v orientované úsečky, tedy vektory spojuj́ıćı vždy dva sousedńı
body děleńı. Pokuśıme se ilustrovat konstrukci Riemannovy sumy pro př́ıpad d = 2,
který bude sloužit k zobecněńı na obecné d.

Na dvourozměrném povrchu vybereme množinu bod̊u, která bude představovat
naše děleńı. Každé tři sousedńı body pak definuj́ı trojúhelńık, neboli dvourozměrný
simplex. Tyto trojúhelńıky nám s jistou přesnost́ı aproximuj́ı naši dvourozměrnou
varietu M. Je jasné, že pokud zvoĺıme v́ıce bod̊u a t́ım pádem v́ıce trojúhelńık̊u,
pak naše aproximace bude přesněǰśı a v limitě źıskáme varietu M. Trojúhelńıky
maj́ı orientaci danou pořad́ım procházeńı jejich vrchol̊u a jejich orientaci voĺıme
tak, aby pro každé dva sousedńı trojúhelńıky byla jejich sousedńı hrana procházena
v opačném směru, viz obr. 2.1. Mějme nyńı body x0, x1, x2 sousedńı body děleńı
a definujme vektory

e1 = x1 − x0 e2 = x2 − x0. (2.2.2)
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Obrázek 2.1: Triangulace dvourozměrného povrchu s vhodnou volbou orientace
jednotlivých simplex̊u.

Orientovanou plochu ∆X, pak definujeme jako

∆X =
1

2
e1 ∧ e2 =

1

2
(x1 ∧ x2 + x2 ∧ x0 + x0 ∧ x1). (2.2.3)

R
N

x1

x2

x0

e1

e2

∆X

Obrázek 2.2: Bivektor ∆X reprezentuje jeden ze simplex̊u triangulace nějaké dvou-
rozměrné variety.

Takto definovaný bivektor ∆X má orientaci odpov́ıdaj́ıćı x0 → x1 → x2 → x0
a velikost rovnu obsahu trojúhelńıku s vrcholy x0, x1, x2, viz obr. 2.2. Označ́ıme-li
F̄ pr̊uměr integrované funkce přes vrcholy trojúhelńıku, pak můžeme psát∫

M
dXF = lim

n→∞

n∑
k=1

∆XkF̄ k, (2.2.4)
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kde suma procháźı všechny trojúhelńıky. Úplně stejnou konstrukćı můžeme dostat
i integrály ∫

M
FdX = lim

n→∞

n∑
k=1

F̄ k∆Xk, (2.2.5)

∫
M
FdXG = lim

n→∞

n∑
k=1

F̄ k∆XkḠk. (2.2.6)

Pro obecně d-dimenzionálńı povrch provedeme jeho tzv. triangulaci za pomoci
simplex̊u, které opět budou splňovat, že jejich orientace je taková, že stěny sou-
sedńıch simplex̊u maj́ı opačnou orientaci. Pro dostatečně jemná děleńı variety M
můžeme orientovaný element objemu ∆X nahradit pseudoskalárem variety IM(x)
jako

∆X(x) = |∆X(x)| IM(x), (2.2.7)

kde |∆X(x)| představuje velikost objemového elementu. Stejně můžeme zapsat i
orientovanou mı́ru dX(x) jako

dX(x) = |dX| IM(x), (2.2.8)

kde |dX| je klasická skalárńı mı́ra na M.

2.2.1 Vektorová derivace jako integrál

Nyńı budeme uvažovat konkrétně M = RN , potom můžeme operátor vektorové
derivace definovat pomoćı limity

∇F (x0) = lim
|U(x0)|→0

I−1(x0)

|U(x0)|

∮
∂U
dSF, (2.2.9)

kde U představuje omezené otevřené okoĺı bodu x0 a integrál se poč́ıtá přes jeho
hranici ∂U . (N − 1)-vektor dS má takovou orientaci, že dSn = I |dS|, kde n je
normála směřuj́ıćı ven a n2 = 1. Nav́ıc na RN je funkce pseudoskaláru konstantńı,
a tak můžeme integrál přepsat jako

∇F (x0) = lim
|U(x0)|→0

1

|U(x0)|

∮
∂U
nF |dS| . (2.2.10)

Ukážeme, že tato definice je ekvivalentńı definici (2.1.4). Na RN zvoĺıme stan-
dardńı ortonormálńı bázi {ek} a předpokládáme, že limita v (2.2.10) existuje. Za
okoĺı U zvoĺıme krychli se středem v bode x0 s délkou hrany ε. Hranici ∂U můžeme
rozdělit na N dvojic protilehlých stěn Uk, integrál (2.2.10) pak rozeṕı̌seme jako∮

∂U
nF |dS| =

N∑
k=1

∫
Uk
nF |dS| . (2.2.11)
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ε

ek−ek
x0

Obrázek 2.3: Krychlové okoĺı U , kde šedě je znázorněna část hranice Uk společně
s normálovými vektory.

Stěny tvoř́ıćı dvojici Uk maj́ı normálu ek respektive −ek viz obr. (2.3). Stěnu
s normálou ek označ́ıme U+

k a stěnu s normálou −ek jako U−k , integrál přes dvojici
stěn Uk pak můžeme přepsat∫

Uk
nF |dS| = ek

(∫
U+
k

F |dS| −
∫
U−k

F |dS|

)
(2.2.12)

Funkci F na každé stěně rozvedeme do nultého řádu, protože vyšš́ı řády ve finálńı
limitě vymiźı.∫

Uk
nF |dS| = ek

(
F (x0 +

ε

2
ek)− F (x0 −

ε

2
ek)
)
εN−1 +O(εN) (2.2.13)

Dosad́ıme-li tento výsledek společně s (2.2.11) do p̊uvodńı limity (2.2.10), dosta-
neme

∇F (x0) = lim
ε→0

1

εN

N∑
k=1

εN−1ek

(
F (x0 +

ε

2
ek)− F (x0 −

ε

2
ek)
)

=
N∑
k=1

ek
∂F

∂xk
.

(2.2.14)
Integrálńı vyjádřeńı derivace hraje zásadńı roli při odvozeńı Základńı věty in-

tegrálńıho počtu.

2.3 Základńı věta integrálńıho počtu

Věta (Základńı věta integrálńıho počtu). Bud’ M N-dimenzionálńı podmnožina
RN s po částech hladkou hranićı ∂M a F funkce s hodnotami v geometrické algebře.
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Potom plat́ı ∫
M
dX∇F =

∫
∂M

dSF, (2.3.1)

kde dX, resp. dS je orientovaná mı́ra M, resp. ∂M.

Větu bychom mohli též formulovat pro obecné varietyM, avšak pro jej́ı d̊ukaz
bychom potřeboval mnohem větš́ı aparát geometrické analýzy, než jaký jsme zde
doposud představili. Věta může být formulována d́ıky nekomutativitě geomet-
rického součinu i jinak ∫

M
ĠdX∇̇Ḟ =

∫
∂M

GdSF. (2.3.2)

Nyńı se pokuśıme naznačit strukturu d̊ukazu pro tuto větu ve zněńı (2.3.1).
Integrál nalevo můžeme rozepsat z definice do Riemannovy sumy∫

M
dX∇F = lim

n→∞

n∑
i=1

∆X(xi)∇F (xi). (2.3.3)

Využijeme vzorce (2.2.9), s t́ım, že limitńı přechod n → ∞ už v sobě obsa-
huje limitńı přechod |∆X(xi)| → 0. Označ́ıme Mi podmnožiny M odpov́ıdaj́ıćı
př́ıslušným ∆X(xi). Integrály přes společnou hranici dvou sousedńıch podmnožin
se odečtou, protože maj́ı opačnou orientaci

lim
n→∞

n∑
i=1

∆X(xi)∇F (xi) = lim
n→∞

n∑
i=1

|∆X(xi)|I(xi)
I−1(xi)

|∆X(xi)|

∫
∂Mi

dSF

=

∫
∂M

dSF.

2.4 Monogenické funkce a Cauchyho integrálńı

vzorec

Mějme M oblast v RN s hranićı ∂M, dále předpokládejme, že máme funkci
g(x, x′), která je řešeńım rovnice

∇g(x, x′) = −ġ(x, x′)∇̇′ = δ(x− x′), (2.4.1)

kde ∇ = ∇x, ∇′ = ∇x′ a δ(x− x′) je Diracova δ-funkce, která na testovaćı funkce
p̊usob́ı ∫

RN
δ(x− x′)|dX(x′)|F (x′) = F (x). (2.4.2)
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Využijeme Základńı věty integrálńıho počtu a toho, že pseudoskalár I je na RN

konstantńı, abychom odvodili∫
∂M

g(x, x′)dS(x′)F (x′)

=

∫
M
g(x, x′)dX(x′)∇′F (x′) + (−1)N−1

∫
M
ġ(x, x′)∇̇′dX(x′)F (x′)

=

∫
M
g(x, x′)dX(x′)∇′F (x′)− (−1)N−1I

∫
M
δ(x− x′)|dX(x′)|F (x′)

=

∫
M
g(x, x′)dX(x′)∇′F (x′)− (−1)N−1IF (x). (2.4.3)

Jedńım z možných řešeńı rovnice (2.4.1) je funkce

g(x, x′) =
1

�N
x− x′

|x− x′|N
, (2.4.4)

kde �N je povrch jednotkové koule v RN , který za pomoci Γ-funkce můžeme
vyjádřit jako

�N =
2πN/2

Γ(N/2)
. (2.4.5)

Rigorózńı d̊ukaz, že se skutečně jedná o Greenovu funkci operátoru ∇, je velmi
technický a dlouhý, proto ho zde uvádět nebudeme. Že by se mělo jednat o Gree-
novu funkci, lze nahlédnout z následuj́ıćıch pozorováńı

∇g(x, x′) = 0, ∀x 6= x′ (2.4.6)

a že integrál z ∇g(x, x′) je roven jedné∫
M
∇g(x, x′)dX(x) =

∫
B(x′,ε)

∇g(x, x′)dX(x)

=

∫
∂B(x′,ε)

1

�N
x− x′

|x− x′|N
dS(x)

=
1

εN−1�N

∫
∂B(x′,ε)

|dS| = 1,

kde B(x′, ε) je koule se středem v bodě x′ a poloměrem ε. Dosad́ıme-li za g(x, x′)
podle (2.4.4) do vztahu (2.4.3), źıskáme zobecněńı Cauchyho integrálńıho vzorce
z komplexńı analýzy

f(x) =
1

�N

∫
M
|dX(x′)| x− x′

|x− x′|N
∇′f(x′)

− 1

�N

∫
∂M
|dS(x′)| x− x′

|x− x′|N
n(x′)f(x′). (2.4.7)
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Uvažujme nyńı na chv́ıli př́ıpad N = 2, z podkapitoly (1.1) v́ıme, že komplexńı
č́ısla jsou v geometrické algebře obsažena a nyńı bychom chtěli v rámci geome-
trické analýzy obsáhnout pojem holomorfńı funkce. Připomeňme, že komplexńı
č́ısla můžeme v rámci geometrické algebry chápat

Z = x+ Iy, x, y ∈ R. (2.4.8)

Dále funkci komplexńı proměnné f(Z) můžeme v geometrické algebře repre-
zentovat

f(Z) = f(x+ Iy) = u(x, y) + Iv(x, y), u, v : R2 → R. (2.4.9)

A ve standardńıch souřadnićıch můžeme operátor vektorové derivace zapsat
také jako

∇ = e1

(
∂

∂x
+ I

∂

∂y

)
(2.4.10)

Aplikujeme-li nyńı vektorovou derivaci na naši komplexńı funkci f(Z), pak
výsledek můžeme zapsat jako

∇f = e1

(
∂u

∂x
+ I

∂v

∂x
+ I

∂u

∂y
− ∂v

∂y

)
=

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
e1 +

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
e2. (2.4.11)

Pokud je funkce f holomorfńı, pak plat́ı Cauchy-Riemannovy podmı́nky a rov-
nice (2.4.11) přecháźı do tvaru

∇f = 0. (2.4.12)

V geometrické analýze budeme funkce vyhovuj́ıćı této rovnici nazývat mono-
genické funkce a můžeme je chápat jako zobecněńı holomorfńıch funkćı. Pokud se
nyńı vrát́ıme ke vzorci (2.4.7), pro monogenické funkce źıskáváme tvar

f(x) =
(−1)N

�NI

∫
∂M

(x− x′)
|x− x′|N

dS(x′)f(x′). (2.4.13)

Pro př́ıpad N = 2 můžeme uvažovat nějakou omezenou podoblast R2, která
má za hranici uzavřenou, regulárńı křivku γ, potom pro body x uvnitř plat́ı

f(x) =
1

2πI

∫
γ

x− x′

(x− x′)2
dx′f(x′) =

1

2πI

∫
γ

1

x− x′
dx′f(x′). (2.4.14)
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Odtud ke komplexńı proměnné můžeme jednoduše přej́ıt tak, že Z ′ = e1x
′.

Potom dZ ′ = e1dx
′ a pseudoskaláru I odpov́ıdá imaginárńı jednotka −i. Vzorci

(2.4.14) tedy odpov́ıdá

f(Z) =
1

2πi

∫
γ

f(Z ′)

Z ′ − Z
dZ ′. (2.4.15)
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Kapitola 3

Mechanika tuhého tělesa za
pomoci geometrické algebry

V této kapitole se pokuśıme aplikovat metody geometrické algebry při řešeńı úlohy
z newtonovské mechaniky. Zejména nahrad́ıme vektorové součiny bivektory a pro
rotace využijeme rotory. V této kapitole také budeme psát vektory tučně a ostatńı
objekty běžným fontem.

3.1 Moment hybnosti

Moment hybnosti je tradičně definován jako vektorový součin vektoru polohy a
hybnosti. Jak jsme demonstrovali v části 1.3, vektorový součin je pouze dualizovaný
bivektor. Moment hybnosti jedné (nerelativistické) částice definujeme jako bivektor

L = x ∧ p. (3.1.1)

Pokud zderivujeme L, měli bychom dostat moment śıly

dL

dt
= mẋ ∧ ẋ + x ∧ ṗ = x ∧ F , (3.1.2)

kde F je z druhého Newtonova zákona śıla p̊usob́ıćı na částici. Tedy moment śıly
bude též bivektor definovaný jako

N = x ∧ F , (3.1.3)

dL

dt
= N, (3.1.4)

tedy časová změna momentu hybnosti je dána momentem vněǰśıch sil. Zavedeme-li
x̂ jako jednotkový vektor ve směru x a označ́ıme-li r = |x| =

√
x2, dostaneme

vyjádřeńı
L = mrx̂ ∧ (ṙx̂ + r ˙̂x) = mr2x̂ ∧ ˙̂x. (3.1.5)
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Z normalizačńı podmı́nky x̂2 = 1 dostaneme zderivováńım, že x̂ · ˙̂x = 0, a můžeme
psát

L = mr2x̂ ˙̂x = −mr2 ˙̂xx̂. (3.1.6)

3.2 Rotuj́ıćı souřadné systémy

Mějme ortonormálńı bázi {fk}, která se v závislosti na čase otáč́ı v prostoru.
Můžeme ji vztáhnou k nějaké pevné ortonormálńı bázi {ek} pomoćı rotoru R(t)
závisej́ıćıho na čase

fk(t) = R(t)ekR̃(t). (3.2.1)

Naš́ım ćılem je źıskat objekt, který bude představovat úhlovou rychlost. Klasicky
se vektor úhlové rychlost ω zavád́ı pomoćı vektorového součinu jako

ḟk = ω × fk. (3.2.2)

Podle vztahu (1.3.42), pak můžeme nahradit vektorový součin

ω × fk = −I(ω ∧ fk) = −1

2
(Iωfk − Ifkω)

= −1

2
(Iωfk − fkIω) = fk · (Iω). (3.2.3)

Zavedeme-li bivektor úhlové rychlosti Ω jako

Ω = Iω, (3.2.4)

můžeme pak psát
ḟk = fk · Ω. (3.2.5)

Zderivujeme-li rovnici (3.2.1) dostaneme

ḟk = ṘekR̃ +Rek
˙̃
R = ṘR̃RekR̃ +RekR̃R

˙̃
R = ṘR̃fk + fkR

˙̃
R. (3.2.6)

Připomeňme, že R coby rotor splňuje normalizačńı podmı́nku RR̃ = 1. Jej́ı derivaćı
dostaneme

ṘR̃ +R
˙̃
R = 0 (3.2.7)

a nav́ıc plat́ı ˜̇
RR̃ = R

˙̃
R = −ṘR̃,

z čehož můžeme usoudit, že ṘR̃ je kombinaćı blad̊u sudého stupně. V algebře
tř́ırozměrného prostoru mezi ně patř́ı pouze bivektorové blady, a proto se muśı
jednat o bivektor. Z (3.2.6) dostáváme

ḟk = (2ṘR̃) · fk. (3.2.8)
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Nakonec dostaneme vztah mezi bivektorem úhlové rychlosti a rotorem

2ṘR̃ = −Ω, (3.2.9)

který můžeme upravit do podoby diferenciálńı rovnice pro rotor R

Ṙ = −1

2
ΩR. (3.2.10)

Dále budeme už́ıvat Einsteinovu sumačńı konvenci, kdy se přes opakuj́ıćı indexy
sč́ıtá v celém rozsahu index̊u. Klasicky je rotuj́ıćı soustava {fk} svázána s inerciálńı
soustavou {ek} matićı rotace S a rovnice (3.2.1) má podobu

fk = Skjej, (3.2.11)

kde matice S je ortogonálńı s determinantem rovným jedné. Prvky matice jsou
podle definice souřadnice nových bazických vektor̊u v bázi p̊uvodńı

Skj = ej ·
(
RekR̃

)
. (3.2.12)

Matice úhlové rychlosti ωjk se definuje z matice S jako

ωjk = −
(
ṠST

)
jk
. (3.2.13)

Matice ωjk je antisymetrická a jej́ı nezávislé složky jsou stejné jako složky bivektoru
úhlové rychlosti Ω v rotuj́ıćı bázi

ḟk = ωkjf j = Ω · fk =
(
(Ω · fk) · f j

)
f j =

(
Ω ·
(
fk ∧ f j

))
f j, (3.2.14)

ωkj = Ω · (fk ∧ f j). (3.2.15)

3.3 Tuhé těleso a moment setrvačnosti

Pohyb tuhého tělesa můžeme rozložit pohyb tuhého tělesa na translačńı pohyb
těžǐstě a rotačńı pohyb v souřadném systému s počátkem v těžǐsti. Poloha α-tého
bodu yα v čase t bude vypadat

yα(t) = R(t)xαR̃(t) + X(t), (3.3.1)

kde vektor X je polohový vektor těžǐstě a vektory xα jsou polohy bod̊u tělesa
v těžǐst’ové soustavě v nějakém referenčńım čase t0. Rychlost konkrétńıho bodu yα
tuhého tělesa je rovna

vα(t) = ṘxαR̃ +Rxα
˙̃
R + Ẋ

= −1

2
ΩRxαR̃ +

1

2
RxαR̃Ω + V

= (RxαR̃) · Ω + V .
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Označ́ıme ΩB bivektor úhlové rychlosti Ω přenesený do stacionárńı referenčńı kopie
tuhého tělesa

ΩB = R̃ΩR. (3.3.2)

Vztah pro rychlost nějakého bodu tělesa, pak alternativně můžeme psát jako

vα(t) = R(t) (xα · ΩB(t)) R̃(t) + V (t). (3.3.3)

Dosad́ıme-li z definice ΩB do rovnice (3.2.10) pro rotor R, źıskáme pohybovou
rovnici pro R v řeči ΩB

Ṙ = −1

2
RΩB. (3.3.4)

Přejdeme nyńı od bodových hmotnost́ı k funkci hustoty ρ(x), která může být
i součtem δ-funkćı pro diskrétně rozložené hmotné body. Celková hmotnost tělesa
je dána integrálem

M =

∫
d3xρ(x). (3.3.5)

Celkovou hybnost tuhého tělesa dostaneme jako

P =

∫
d3x ρv =

∫
d3x ρ

(
R (x · ΩB) R̃ + V

)
= R

((∫
d3x ρx

)
· ΩB

)
R̃ +

∫
d3x ρV = MV . (3.3.6)

Obdobně celkový moment hybnosti tuhého tělesa vzhledem k těžǐsti pak bude
roven

L =

∫
d3x (y −X) ∧ ρv =

∫
d3x ρRxR̃ ∧ ((RxR̃) · Ω + V )

=

∫
d3x ρ

[
R(x ∧ (x · ΩB))R̃ + X ∧R(x · ΩB)R̃ +RxR̃ ∧ V

]
= R

(∫
d3x ρx ∧ (x · ΩB)

)
R̃. (3.3.7)

Integrál v závorce se kompletně vztahuje k naš́ı stacionárńı kopii, a tak pomoćı něj
můžeme definovat lineárńı zobrazeńı I nezávislé na čase, které bude zobrazovat
bivektory na bivektory a nazveme ho moment setrvačnosti

I(B) =

∫
d3x ρx ∧ (x ·B). (3.3.8)

Takto dostáváme vztah pro moment hybnosti tuhého tělesa vzhledem k těžǐsti ve
tvaru

L = RI(ΩB)R̃. (3.3.9)
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Zobrazeńı I vyjadřuje moment setrvačnosti vzhledem k těžǐsti, ale ne všechna
tělesa muśı rotovat okolo těžǐstě. Mějme nějaký vektor a spojuj́ıćı těžǐstě a nějaký
jiný bod, pak moment setrvačnosti vzhledem k bodu posunutému o a v̊uči těžǐsti
bude

Ia(B) =

∫
d3x ρ(x− a) ∧ ((x− a) ·B)

=

∫
d3x ρ (x ∧ (x ·B)− x ∧ (a ·B)− a ∧ (x ·B) + a ∧ (a ·B))

= I(B)−
(∫

d3x ρx

)
∧ (a ·B)− a ∧

((∫
d3x ρx

)
·B
)

+Ma ∧ (a ·B)

= I(B) +Ma ∧ (a ·B), (3.3.10)

což neńı nic jiného než tvrzeńı Steinerovy věty v jazyce geometrické algebry.

3.4 Hlavńı momenty a hlavńı roviny

Moment setrvačnosti p̊usob́ı jako lineárńı operátor na podprostoru bivektor̊u a
můžeme zkoumat jeho spektrálńı vlastnosti. Bázi tohoto podprostoru si zvoĺıme
stejně jako v kapitole 1.2, složky momentu setrvačnosti definujeme jako

Iij = −Bi · I(Bj), (3.4.1)

I(Bi) = IijBj. (3.4.2)

Pro následuj́ıćı výpočet budeme potřebovat vztah pro dva bivektory A, B a vektor
x

A · (x ∧ (x ·B)) = B · (x ∧ (x · A)), (3.4.3)

((x ·B) ∧ x) · A = (x ·B) · (x · A) = (x · A) · (x ·B) = ((x · A) ∧ x) ·B.

Tento výsledek nav́ıc nezáviśı na dimenzi. Nyńı můžeme ukázat, že složky momentu
setrvačnosti Iij jsou symetrické v indexech i a j

Iij = −
∫
d3x ρBi · (x ∧ (x ·Bj))

= −
∫
d3x ρBj · (x ∧ (x ·Bi)) = Iji (3.4.4)

Složky Iij tvoř́ı symetrickou a lze nav́ıc ukázat, že i pozitivně-semidefinitńı matici.
Ze spektrálńı teorie pro matice, pak plyne, že ji lze diagonalizovat a vlastńı č́ısla bu-
dou nezáporná. Vlastńı č́ısla označ́ıme jako i1, i2, i3 a zvoĺıme bázi tak, aby bazické
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bivektory B1, B2, B3 byly vlastńı bivektory zobrazeńı I. V R3 k těmto bivektor̊um
skrze dualitu (1.2.5) existuj́ı jednoznačně vektory báze, které klasicky chápeme
jako hlavńı osy pro moment setrvačnosti a pokud těleso má nějaké symetrie, pak
se tyto osy shoduj́ı s osami symetrie.

3.5 Pohybové rovnice

Aktuálńı stav pohybuj́ıćıho se tuhého tělesa můžeme úplně popsat polohovým
vektorem těžǐstě X a rotorem natočeńı R v̊uči nějaké referenčńı kopii tělesa. Pohyb
těžǐstě se ř́ıd́ı druhým Newtonovým pohybovým zákonem

Ṗ = F , (3.5.1)

kde F je celková śıla p̊usob́ıćı na těleso. Pro rotor máme dvě rovnice

Ṙ = −1

2
RΩB, (3.5.2)

L̇ = N, (3.5.3)

kde N je celkový moment sil p̊usob́ıćı na těleso. Do druhé rovnice dosad́ıme vztah
pro moment hybnosti vzhledem k těžǐsti

L̇ = ṘI(ΩB)R̃ +RI(ΩB)
˙̃
R +RI(Ω̇B)R̃

= R
(
I(Ω̇B) + R̃ṘI(ΩB) + I(ΩB)

˙̃
RR
)
R̃

= R

(
I(Ω̇B)− 1

2
ΩBI(ΩB) +

1

2
I(ΩB)ΩB

)
R̃

= R
(
I(Ω̇B)− ΩB × I(ΩB)

)
R̃, (3.5.4)

kde × je komutátor multivektor̊u. Zvolme bázi {ek} tak, aby odpov́ıdaj́ıćı bazické
bivektory Bk byly vlastńımi bivektory momentu setrvačnosti. Úhlovou rychlost
ΩB rozeṕı̌seme jako lineárńı kombinaci bazických bivektor̊u ΩB = ωkBk, podobně
celkový moment sil N = NkRBkR̃. Potom můžeme (3.5.4) přepsat jako

L̇ = R

(
3∑

k=1

ikω̇kBk −
3∑

j,k=1

ωjikωk(Bj ×Bk)

)
R̃

=
3∑
l=1

(
ilω̇l +

3∑
j,k=1

εjklikωkωj

)
RBlR̃ =

3∑
l=1

NlRBlR̃. (3.5.5)
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Přepis komutátoru bazických bivektor̊u pomoćı Levi-Civitova tenzoru je vidět
z následuj́ıćıho výpočtu:

Bi ×Bj = 〈eiIejI〉2 = −〈eiej〉2 = −εijkBk, (3.5.6)

kde jsme využili pro přepis součinu bazických vektor̊u vztahu (1.2.9). Pokud mezi
sebou budeme porovnávat pouze koeficienty na levé a pravé straně v rovnici (3.5.5),
dostaneme klasickou podobu Eulerových setrvačńıkových rovnice

i1ω̇1 − ω2ω3(i2 − i3) = N1,

i2ω̇2 − ω1ω3(i3 − i1) = N2,

i3ω̇3 − ω1ω2(i1 − i2) = N3.

3.6 Symetrický bezsilový setrvačńık

Bezsilový znamená N = 0 a symetrický bude znamenat, že má dva hlavńı mo-
menty stejné a třet́ı r̊uzný, tedy i1 = i2 6= i3. Pokud opět zvoĺıme bázi tvořenou
hlavńımi osami, pak p̊usobeńı momentu setrvačnosti na bivektor úhlové rychlosti
ΩB můžeme rozepsat

I(ΩB) = i1ω1B1 + i1ω2B2 + i3ω3B3 (3.6.1)

= i1ΩB + (i3 − i1)ω3B3 (3.6.2)

= i1ΩB + (i3 − i1)(B̃3 · ΩB)B3. (3.6.3)

Pohybová rovnice má pak tvar

I(Ω̇B) = ΩB × I(ΩB) = (i3 − i1)ΩB ×
((
B̃3 · ΩB

)
B3

)
. (3.6.4)

Bivektor B3 můžeme skrz dualitu nahradit vektorem e3 a źıskat

I(Ω̇B) = (i3 − i1)ΩB × ((ΩB ∧ e3) e3) . (3.6.5)

Pokud si uvědomı́me, že ΩB ∧ e3 = ω3I, pak můžeme toto vyjádřeńı algebraicky
upravit do tvaru

I(Ω̇B) = −(i3 − i1)e3 ∧ ((ΩB ∧ e3) ΩB) . (3.6.6)

Z tohoto vyjádřeńı pak př́ımo plyne, že

i3ω̇3I = e3 ∧ I(Ω̇B) = 0. (3.6.7)
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Tedy ω3 je konstantńı, což lze př́ımo usoudit i z Eulerových rovnic. Dále z rovnice
(3.6.2) vyjádř́ıme

i1ΩB = I(ΩB)− (i3 − i1)ω3B3 (3.6.8)

a dosad́ıme do vztahu pro úhlovou rychlost Ω

Ω = RΩBR̃ =
1

i1
L+

i1 − i3
i1

ω3RB3R̃. (3.6.9)

Tu nyńı můžeme dosadit do rovnice pro rotor R

Ṙ = −1

2
ΩR = − 1

2i1
(LR +R(i1 − i3)ω3B3) . (3.6.10)

Označ́ıme-li konstantńı bivektory, které v rovnici vystupuj́ı, jako

Ωl =
1

i1
L, Ωr =

i1 − i3
i1

ω3B3. (3.6.11)

Takto naše rotorová rovnice źıská tvar

Ṙ = −1

2
ΩlR−

1

2
RΩr. (3.6.12)

Tu můžeme př́ımo vyřešit a źıskat řešeńı ve tvaru

R(t) = exp

(
−1

2
Ωlt

)
R0 exp

(
−1

2
Ωrt

)
. (3.6.13)

T́ımto je kompletně popsán pohyb symetrického bezsilového setrvačńıku. Rotor
obsahuje rotaci v rovině B3 kolmé na osu symetrie, to je zodpovědné za precesi osy
rotace. R0 vyjadřuje počátečńı podmı́nku, tedy natočeńı v čase t = 0 a nakonec je
výsledek rotován v rovině svého momentu hybnosti.
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Kapitola 4

Geometrická algebra na varietách

4.1 Pseudoskalár variety

V této kapitole nebudeme uvažovat diferencovatelnou varietu ve vš́ı obecnosti,
ale omeźıme se pouze na variety dimenze d vnořené do eukleidovského prostoru
dimenze N , tedy d-dimenzionálńı plochy v RN . V tomto zjednodušeńı maj́ı pro
nás tečné vektory jasný geometrický význam. Tečný vektor k varietě M v bodě
x0 ∈M si můžeme představit jako vektor lež́ıćı v tečné rovině v bodě x0. Máme-li
vnořovaćı funkci

f : Rd −→ RN ; (u1, . . . , ud) 7→ f(u1, . . . , ud),

potom tečnou rovinu R k varietě M v bodě x0 ∈M źıskáme jako

R = f(x0) + span

{
∂f

∂u1

∣∣∣∣
x0

, . . . ,
∂f

∂ud

∣∣∣∣
x0

}
.

Zkonstruujeme geometrickou algebru nad RN a označ́ıme-li fµ(x) = ∂f
∂uµ

(x),
potom můžeme definovat funkci pseudoskaláru variety M

IM =
1

|f1 ∧ . . . ∧ fd|
f1 ∧ . . . ∧ fd. (4.1.1)

Geometrický význam pseudoskaláru je vcelku zřejmý, v každém bodě x ∈ M
udává tečný prostor TxM i s určitou orientaćı, viz část 1.3.1 a obr. 4.1. Jedná se
vlastně o zobecněńı zobrazeńı Gauss map. To jakožto zobrazeńı přǐrazuje vnořené
varietě kodimenze jedna vněǰśı normálu, tj. jednotkový vektor kolmý na všechny
tečné vektory v daném bodě. Z pseudoskaláru IM źıskáme normálový prostor
pro povrchy s kodimenźı větš́ı než jedna skrze dualitu zprostředkovanou pseu-
doskalárem I ambientńıho prostoru RN . Pro variety kodimenze jedna dostaneme
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f1

f2

IM

e1

e2

Obrázek 4.1: Pseudoskalár IM variety M vnořené do N -rozměrného euklei-
dovského prostoru je blade, který udává tečný prostor i s nějakou orientaćı.

vněǰśı normálu předpisem
n = I−1M I. (4.1.2)

Pro ilustraci máme-li dvourozměrnou sféru S o poloměru r vnořenou do R3

předpisem
f(θ, ϕ) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ), (4.1.3)

pak tečné vektory jsou

fθ = r cos θ cosϕc1 + r cos θ sinϕc2 − r sin θc3,

fϕ = r sin θ (− sinϕc1 + cosϕc2) ,

kde {ck} jsou vektory standardńı báze R3. Pro zvyšováńı a snižováńı index̊u bude
později výhodná i metrika na sféře

(gµν) = (fµ · fν) = r2
(

1 0
0 sin2 θ

)
, (gµν) =

1

r2

(
1 0
0 1

sin2 θ

)
. (4.1.4)

Z (4.1.1) vypočteme

IS = sin θ cosϕB1 + sin θ sinϕB2 + cos θB3, (4.1.5)

kde Bi = 1
2
εijkcjck jsou bazické bivektory z vektor̊u standardńı báze, viz část 1.2.

Jednodušeji jsme se k tomuto výsledku mohli dobrat geometrickou úvahou, že pro
každé x ∈ S je x

r
normálovým vektorem ke sféře v bodě x, potom tečná rovina

v bodě x je dána bivektorem Ix
r

IS =
Ix

r
= I(sin θ cosϕc1 + sin θ sinϕc2 + cos θc3)

= sin θ cosϕB1 + sin θ sinϕB2 + cos θB3. (4.1.6)
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4.2 Shape operátor

Shape operátor variety M v bodě x ∈M ve směru souřadnice xµ definujeme

Sµ = I−1M ∂µIM. (4.2.1)

Geometrická interpretace shape operátoru neńı tak př́ımočará jako u pseudo-
skaláru. Pro začátek se pokuśıme určit, o jaký objekt jde v rámci geometrické al-
gebry. Vybereme ortonormálńı bázi TxM pomoćı ńıž můžeme psát IM = e1 . . . ed,
potom

Sµ = ed . . . e1

d∑
k=1

e1 . . . ek−1 ∧ (P (∂µek) + P⊥(∂µek)) ∧ ek+1 . . . ed

= ed . . . e1

d∑
k=1

e1 . . . ek−1P⊥(∂µek)ek+1 . . . ed

=
d∑

k=1

ekP⊥(∂µek) =
d∑

k=1

ek ∧ P⊥(∂µek), (4.2.2)

kde P je projekce do tečného prostoru a P⊥ projekce do ortogonálńıho doplňku.
Z normovaćı podmı́nky pro vektory ek źıskáme

ek · (∂µek) = 0.

Odtud pak plyne, že i ek · P (∂µek) = 0. To znamená, že P (∂µek) je lineárńı kom-
binaćı ostatńıch vektor̊u báze, kromě vektoru ek, a proto

e1 ∧ . . . ∧ ek−1 ∧ P (∂µek) ∧ . . . ∧ ed = 0.

Je vidět, že Sµ je bivektor (Sµdx
µ je tedy 1-forma s hodnotami v bivektorech)

a zároveň jednotlivé sč́ıtance jsou tvaru vněǰśıho součinu tečného a normálového
vektoru. To znamená, že bivektor Sµ má pouze mixovanou část vzhledem k IM,
viz část 1.3.1 a obr. 4.2, což můžeme zapsat jako

Sµ = Sµ × IMI−1M . (4.2.3)

Z tohoto pozorováńı nebo z normalizačńı podmı́nky na IM lze ukázat, že Sµ a
IM spolu antikomutuj́ı. Odtud plyne rovnost

IM × Sµ = IMSµ = ∂µIM. (4.2.4)
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Obrázek 4.2: Shape operátor Sµ je bivektor, který částečně lež́ı v tečném a
normálovém prostoru. Zároveň zastává roli bivektoru úhlové rychlosti otáčeńı pseu-
doskaláru IM při pohybu po varietě M.

Porovnáme-li toto s rovnićı (3.2.5) pro bivektor úhlové rychlosti, můžeme shape
operátor Sµ interpretovat jako bivektor úhlové rychlosti otáčeńı tečného prostoru
při pohybu po křivce souřadnice xµ.

Zaj́ımavé je pozorováńı, jak se měńı hodnota IM při pohybu po křivce γ
s tečným vektorem a takové, že γ(0) = x:

IM(γ(ε)) = IM(x) + ε (aµ∂µIM) +O(ε2)

= IM(x) + εaµ (IM × Sµ) +O(ε2). (4.2.5)

Porovnáme-li tento výsledek s (1.3.76), zjist́ıme, že nejde o nic jiného než infinite-
simálńı rotaci IM danou bivektorem aµSµ.

Námi definovaný shape operátor představuje zobecněńı Weingartenova shape
operátoru. Ten je definován pro povrchy kodimenze jedna jako diferenciál zobrazeńı
Gauss map [5, str. 386]. Weingarten̊uv shape operátor SW pak na bazické vektory
p̊usob́ı

SW (fµ) = ∂µn = ∂µI
−1
M I = −I−1M ∂µIMI

−1
M I = −SµI−1M I (4.2.6)

= −Sµn = nSµ = n · Sµ. (4.2.7)

Jedná se vlastně o tečnou část námi definovaného shape operátoru. Weingarten̊uv
shape operátor je výhodný v př́ıpadě, že nás zaj́ımá křivost. Vlastńı hodnoty
operátoru odpov́ıdaj́ı hlavńım křivostem a determinant odpov́ıdá Gaussově křivosti
[5].
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4.3 Paralelńı přenos

Jak jsme viděli v předchoźı části v rovnićıch (4.2.4) a (4.2.5), shape operátor při
malých posunut́ıch stáč́ı pseudoskalár tak, aby z̊ustal tečným při pohybu z jednoho
bodu do druhého po nějaké křivce. To je vlastně definice paralelńıho přenosu,
avšak ne pro vektor, nýbrž pro d-blade IM. Infinitesimálńı paralelńı přenos pro
vektory můžeme definovat úplně stejně pomoćı rotace. Mějme nějaký ne nutně
tečný vektor v a křivku γ s tečným vektorem a takovou, že γ(0) = x, potom pro
ε� 1 definujeme

v(γ(ε)) = e−
1
2
εaµSµv(x)e

1
2
εaµSµ = v(x) + εaµ(x)v(x) · Sµ(x) +O(ε2) (4.3.1)

Jelikož rotace komutuj́ı s geometrickým součinem, pak komutuj́ı i se součiny
z něho odvozenými. Z toho plyne, že paralelně přenášený tečný vektor z̊ustává
tečný tj. pokud v(x) ∧ IM(x) = 0, potom

v(γ(ε)) ∧ IM(γ(ε)) = e−
1
2
εaµSµv(x)e

1
2
εaµSµ ∧ e−

1
2
εaµSµIM(x)e

1
2
εaµSµ

= e−
1
2
εaµSµ (v(x) ∧ IM(x)) e

1
2
εaµSµ = 0.

Podobně se odvod́ı, že normálové vektory z̊ustávaj́ı normálové. Obdobnou argu-
mentaćı se ukáže, že se zachovává skalárńı součin i norma vektor̊u.

Pokud nás zaj́ımá konečný paralelńı přenos, můžeme využ́ıt poznatk̊u z kapitoly
3 o popisu pohybu tuhého tělesa s nějakou úhlovou rychlost́ı. Porovnáme-li (4.2.4)
se vztahem pro bivektor úhlové rychlosti (3.2.5), kde mı́sto · můžeme psát i × pro
obecné multivektory, pak lze považovat shape operátor za bivektor úhlové rych-
losti otáčeńı daného multivektoru při paralelńım přenosu. To nás vede k myšlence
uvažovat konečný paralelńı přenos jako rotaci p̊uvodńıho multivektoru

A(γ(ε)) = Rγ(γ(ε))A(x)R̃γ(γ(ε)). (4.3.2)

Nav́ıc v každém bodě křivky muśı být splněna rovnice pro infinitesimálńı paralelńı
přenos. Pro rotor Rγ to znamená

Rγ(γ(σ + ε)) = e−
ε
2
aµSµRγ(γ(σ)). (4.3.3)

Odtud dostáváme obdobu (3.2.10)

aµ∂µRγ = −1

2
aνSνRγ, Rγ(γ(0)) = 1, (4.3.4)

kde a je tečný vektor křivky γ.
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Nakonec se opět pod́ıváme, jak vycháźı shape operátory a odpov́ıdaj́ıćı paralelńı
přenos na dvourozměrné sféře v R3. Dosad́ıme-li (4.1.5) do definice, dostaneme

Sθ = − sinϕB1 + cosϕB2,

Sϕ = sin θ (− cos θ cosϕB1 − cos θ sinϕB2 + sin θB3) .

Budeme-li se pohybovat ve směru souřadnice θ, tj. po nějakém poledńıku,
pak se v každém bodě bude paralelně přenášený vektor stáčet v rovině řezu
koule dané t́ımto poledńıkem. Na druhou stranu, pokud se budeme pohybovat
ve směru souřadnice ϕ, tj. po nějaké rovnoběžce, bude se paralelně přenášený vek-
tor v každém bodě stáčet v rovině kolmé na tečný vektor fθ.

Nakonec se krátce zmı́ńıme o kovariantńı derivaci a křivosti. Máme-li možnost
paralelńıho přenosu, pak pomoćı něj můžeme zavést kovariantńı derivaci. Pro tu
dostaneme vztah

DµA(x) = ∂µA(x)− A(x)× Sµ(x). (4.3.5)

Křivost se tradičně definuje jako komutátor kovariantńıch derivaćı. Využit́ım vlast-
nost́ı shape operátoru nakonec tento komutátor vyjde

(DµDν −DνDµ)A = A× (Sµ × Sν) = A× Ωµν .

Ωµν jsou složky 2-formy s hodnotami v bivektorech. Ty nesou informaci o vnitřńı
i vněǰśı křivosti. Podrobněǰśı odvozeńı kovariantńı derivace, křivosti a toho, jak
souviśı s klasickými pojmy jako Riemann̊uv tenzor křivosti, může čtenář nalézt
v [6].
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Závěr

Geometrická algebra je v matematice známěǰśı pod názvem Cliffordova algebra.
My jsme se rozhodli vyhnout se tomuto označeńı, nebot’ termı́n Cliffordova algebra
použ́ıvaj́ı matematici při kategorizaci algebraických struktur v matematice, což
neńı naš́ım zájmem. Naš́ım ćılem bylo demonstrovat užitečnost této algebraické
struktury pro teoretickou fyziku a geometrii. Proto se naše pojmenováńı, podobně
jako v [2] a [3], se odvolává na p̊uvodńı názvoslov́ı použité Cliffordem.

V této práci jsme demonstrovali, jakým zp̊usobem geometrickou algebru kon-
struovat a jak je výhodné mı́t algebraické nástroje pro práci s elementárńımi geo-
metrickými operacemi, jako jsou rotace, zrcadleńı a projekce. Viděli jsme, že mnoho
koncept̊u známých z komplexńıch č́ısel jako algebraický zápis rotaćı, holomorfńı
funkce, Cauchyho integrálńı vzorec komplexńı analýzy, atd. lze za pomoci geo-
metrické algebry nahradit prvky vycházej́ıćımi z reálného vektorového prostoru
a jednoduše zobecnit do obecné dimenze. Obecně se ukazuje, že se většinou lze
použit́ı komplexńıch č́ısel vyvarovat užit́ım geometrické algebry. Čtenáře bychom
např́ıklad odkázali na trefně pojmenovaný článek autor̊u Gull, Lasenby a Doran
Imaginary Numbers are not Real (Imaginárńı č́ısla nejsou reálná/skutečná) [7].
Problém s komplexńımi č́ısly je v tom, že zakrývaj́ı geometrický obsah použit́ım
jedné imaginárńı jednotky, naopak geometrická algebra obsahuje celou plejádu
objekt̊u, jejichž druhá mocnina je záporné č́ıslo.

Nově nabitými nástroji geometrické algebry jsme byli schopni popsat pohyb
tuhého tělesa a rychle a efektivně vyřešit úlohu bezsilového setrvačńıku. Připuštěńı
bivektorové úhlové rychlosti nás pak ve čtvrté kapitole vedlo k interpretaci shape
operátoru jako bivektoru úhlové rychlosti otáčeńı tečného prostoru při pohybu
po varietě. Toto pozorováńı nás inspirovalo k tomu, že budeme uvažovat para-
lelńı přenos jako rotaci v prostoru, do kterého je varieta vnořená. Tento př́ıstup je
výhodný v př́ıpadě, že bychom chtěli paralelně přenášet multivektorová pole. Mul-
tivektory, jedná-li se o rotaci, totiž podléhaj́ı stejnému transformačńımu vztahu
jako vektory, a tak na ně lze paralelńı přenos př́ımočaře rozš́ı̌rit.

Řada výsledk̊u v geometrické algebře nezáviśı na signatuře daného prostoru.
Proto ji lze velmi pohodlně použ́ıvat i na Minkowského prostoročasu společně
s operátorem vektorové derivace a orientovaným integrálem. Nicméně je třeba si
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dávat pozor, že některé vektory a potažmo blady nemaj́ı multiplikativńı inverzi.
Je to dáno t́ım, že v prostorech s indefinitńı kvadratickou formou existuj́ı nenulové
vektory, jejichž druhá mocnina v geometrickém součinu je nulová (světlupodobné
vektory).

Jak jsme viděli v části věnované trojrozměrnému eukleidovskému prostoru,
lze geometrickou algebru reprezentovat jako algebru Pauliho matic nad reálným
tělesem. Neńı pak divu, že geometrická algebra nacháźı uplatněńı v kvantové me-
chanice, kde je naprosto přirozeným nástrojem pro popis spinor̊u a dovoluje pra-
covat v kvantové mechanice bez komplexńıch č́ısel [2, str. 267-336].

Zaj́ımavou se jev́ı i možná aplikace geometrické algebry v diferenciálńı geomet-
rii. Ve čtvrté kapitole jsme hovořili o geometrii vnořených variet do eukleidovského
prostoru a všechna naše odvozeńı se proto ř́ıdila naivńım intuitivńım modelem, kde
body na varietě a tečné vektory existovaly ve stejném prostoru. Pokud bychom se
pokoušeli o podobné konstrukce v duchu moderńı diferenciálńı geometrie, museli
bychom mı́t nějaký fibrovaný prostor, který lze lokálně trivializovat s typickým
vláknem izomorfńım eukleidovskému vektorovému prostoru dimenze N . Nav́ıc
budeme-li požadovat, aby kovariantńı derivace zachovávala skalárńı součin, pak
lze ukázat, že má tvar

DµA = ∂µA+ A×Bµ, (4.3.6)

kde Bµ je nějaký bivektor z GN konstruované nad typickým vláknem. Mezi těmito
kovariantńımi derivacemi pak existuje určitá speciálńı tř́ıda shape derivaćı, které
odpov́ıdaj́ı námi představené kovariantńı derivaci pomoćı shape operátoru. Tyto
shape derivace zásadně zjednodušuj́ı vyjádřeńı křivosti, a proto by mohly být
význačné v kalibračńıch teoríıch, v jejichž základech stoj́ı kovariantńı derivace a
křivost.
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