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Abstrakt: Spinory jsou pouZzivané v kvantové mechanice jako komplexni vektory, které se pfi transforma-
cich chovaji jako "odmocniny"z vektoru. V praci predstavime Cliffordovu geometrickou algebru, ktera
dokaze zachdzet s t€émito objekty a osvétluje jejich zvlastni chovani. Navic diky pfimé geometrické in-
terpretaci umoziuje pouZivat spinory i v problémech z klasické mechaniky - rozklad vektoru do spinorti
dokéze zjednodusit problémy z nebeské mechaniky ¢i pohyb setrva¢niku. Muzeme tak napiiklad pripad
volného symetrického setrvaéniku vyfesit piimo pomoci dvoukomponentnich komplexnich vektort, kte-
rymi v kvantové mechanice popisujeme spin elektronu. Na zavér této prace se sezndmime se spinorovym
polem a predstavime novy model vhodny pro popis idé4lni relativistické tekutiny.
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Abstract: Spinors are used in quantum mechanics as complex vectors that behave as "square roots" of a
vector during transformations. In this thesis, we introduce a Clifford geometric algebra that can handle
these objects and illuminate their peculiar behavior. Moreover, due to its direct geometric interpretation,
it allows to use spinors also in problems from classical mechanics- the decomposition of a vector into
spinors can simplify problems in celestial mechanics or the rotation of a rigid body. For example, we can
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Uvod

Spinory byli poprvé pouZity ve fyzice W. Paulim k popisu spinu elektronu. Byli zavedeny jako dvou-
komponentni komplexni vektory. Pozdéji P. Dirac nalezl relativisticky popis elektronu pomoci spinoru
jako ¢tytkomponentniho komplexniho vektoru. Z transformacnich vztahi pro stfedni hodnoty spinu se
ukazuje, Ze spinor se transformuje pfi rotacich jako "odmocnina z vektoru". Je velmi t€Zké si tuto ge-
ometrickou vlastnost predstavit pro komplexni vektor. Proto v této praci zavedeme spinory jinak, a to
jako prvky Cliffordovy geometrické algebry. Spinory v této algebfe maji jasnou geometrickou interpre-
taci. Ukazuje se, Ze Schrodingerova rovnice pro spin elektronu ¢i Diracova rovnice se obé daji prevést z
komplexniho zépisu do feci této algebry [1, kap. 8], kde spinor reprezentuje prvek sudé podalgebry.

Geometricka algebra také zjednodusuje zdpis mnoha rovnic z klasické mechaniky, protoze umoz-
nuje vSechny dilezité operace zapsat jen pomoci geometrického soucinu. Diky tomu se miZeme casto
vyhnout indexovému zapisu. PouZiti geometrické algebry v klasické mechanice poprvé zpopularizoval
D. Hestenes v [2]. My si zde ukdZeme feSeni Keplerovy tlohy, kde vektor polohy rozloZime do spinoru.
Tato transformace byla poprvé objevena v maticovém zdpisu bez uZiti geometrické algebry [5], proto
nese nazev po pivodnich autorech P. E. Kustaanheimovi a E. Stiefelovi. Ukazuje se, Ze po pouZiti této
transformace se problém d4 prevést na problém izotropniho harmonického oscildtoru. Toto nemusi byt
prili§ prekvapujici, protoZe oba problémy maji v uréitém piipadé stejnou trajektorii - elipsu.

Dile se podivame na popis setrvacniku. Ukazuje se, Ze popis rotacnich stupiiii volnosti je velice
vyhodny pomoci spinori (pfesnéji rotort) ve tfech dimenzich. Zvolime netradi¢ni pristup, kdy stav setr-
vacniku miZeme zpatky reprezentovat dvoukomponentnim komplexnim vektorem pro popis spinu elek-
tronu. UkaZe se, Zze v komplexnim zépisu se nékteré vypocty dokonce zjednodusi.

Prvni dvé kapitoly jsou do znacné Casti inspirované vykladem z [1] a [2]. V poslednich dvou kapito-
l4ach se pokusime pouZit spinory v mechanice kontinua. Od jednoho spinoru piejdeme ke spinorovému
poli, k ¢emuZ budeme potfebovat matematicky aparit teorie pole predstaveny ve tieti kapitole. Abychom
dostali dynamické rovnice, pfedstavime lagrangidn inspirovany Diracovou teorii. Diivodem pro tento
popis je nasledné pridani interakce s elektromagnetickym polem, kde se v pohybovych rovnicich pro
spinor vyskytuje pouze vektorovy potencidl, zatimco v pohybovych rovnicich pro kontinuum se vysky-
tuji intenzity elektromagnetického pole. Pro aplikovatelnost modelu je potfeba ukazat, Ze proud popsany
spinorovym polem spliiuje dynamické rovnice pro relativistickou tekutinu. Ty zatim dostdvdme jen v
pribliZeni pro velmi pomalu ménici se spinor s velmi rychle ménici se fazi. DokdZzeme také najit presny
rozdil dvou tenzort energii-hybnosti, popisujici odchylku dynamického vyvoje dvou modeli.



Kapitola 1

Zaklady Cliffordovy geometrické algebry

Vétsina vykladu prvni kapitoly je inspirovana [1, kap. 1, 2, 4] a predstavuje matematicky aparat pro
dalsi kapitoly. Ddle budeme uZivat pouze oznaceni geometrickd algebra, které je Castéji pouZivdno ve
fyzice a dalSich aplikacich.

1.1 Zavedeni geometrické algebry

Méjme vektorovy prostor V nad redlnymi Cisly a kvadratickou formu Q : V — R. Zavedeme novou
operaci mezi vektory, zvanou geometricky soucin, pro kterou pozadujeme asociativitu

Ya,b,c € V (ab)c = a(bc), (1.1)
distributivitu zprava a zleva
Ya,b,c €V, a(b+c)=ab+ ac, (1.2)
(b +c)a=ba+ca (1.3)
a
YaeV, a* = Q). (1.4)

Posledni podminka je zdsadni, protoZe odliSuje geometrickou algebru od obecné asociativni algebry. Je
tak zfejmé, Ze obraz soucinu dvou vektord bude objekt, ktery nemusi lezet ve V. K ur€eni prostoru, kam
se zobrazuji tyto objekty, zkusme rozdélit souCin dvou vektoril na symetrickou a antisymetrickou ¢ast

1 1
ab = E(ab + ba) + E(ab — ba). (1.5)
Symetrickou ¢ast mizZeme identifikovat jako skaldr, jelikoz plati ndasledujici identita
ab +ba = (a+b)* - a* -, (1.6)

kde pravd strana diky tfeti podmince musi byt pouze redlné ¢islo. Mtizeme tak definovat skalarni soucin

1

a-b=—(ab + ba). (1.7)

(S]]

Antisymetrickd Cast se uz z axiomd nezjednodusi a musime tak vnimat geometricky soucin tenzorové.
Rigordéznéji 1ze geometrickou algebru definovat jako volnou tenzorovou algebru s podminkou

vV =0 YveV. (1.8)
10
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Antisymetrickd ¢4st geometrického soucinu se nazyva bivektor a zna¢i se pomoci operace zvané vnéjsi
soucin

aANb= %(ab—ba). (1.9)

Bivektor Ize si intuitivné predstavit jako rovnobéznik se stranami uréenymi danymi vektory a kladnou
¢i zapornou orientaci danou poradim vektord. Je ale dilezité si uvédomit, Ze bivektor tento rovnobéznik
neurcuje jednoznacné. MiZeme naptiklad pridat libovolny nasobek vektoru a do druhého argumentu bez
Zadné zmény:

aNb+Ada)=aAb+anla=aANb+AaNa)=aAb. (1.10)

Podobné miZzeme ménit i druhy vektor. Obecné tak linedrni transformaci

c=Aa+ /lzb
a':/13a+/l4b (1.11)
zménime bivektor pouze o konstantu, tj.
cANd =g — AA3)a A b. (1.12)

Kdyz bychom zvolili vektor a a b jako bazi podprostoru ve V, je vidét, Ze bivektor pouze nese informaci
o roving, kterou uréuji jeho vektory, a hodnotu determinantu transformace (1.11), kterou si miZeme
predstavit jako obsah rovnobéZniku s orientaci danou znaménkem.

Pro aplikace geometrické algebry staci predpokladat vektorovy prostor s kone¢nou dimenzi dim(V) =
n € N. Méjme libovolnou bézi (ay, ..., a,). V prostorech s pozitivni kvadratickou formou Ize tuto bazi
ortonormalizovat pomoci Gram-Schmidtova algoritmu. Obecné to vSak nelze provést, protoze se v pra-
béhu d€li kvadratem vektoru, ktery mtze byt nulovy. Budeme tedy postupovat jinak. Definujme matici
M;; = a; - a;. JelikoZ je matice symetrickd, miiZeme ji diagonalizovat na tvar

M = RART, (1.13)
kde R je ortogondlni a A diagondlni matice. Definujeme novou bazi

e’ =Rl aj, (1.14)
pro kterou plati

e -ej =N (1.15)

Vektory z nové baze potom miizeme normalizovat k 1, —1 nebo se miZe stat, Ze kvadrat vektoru bude
nula. Pro fyzikéln{ uplatnéni tuto tfeti moZnost nepotiebujeme a budeme déle predpoklddat nedegenero-
vanou kvadratickou formu. Pocet kladnych bazickych vektori ozna¢me p a zapornych g. Takova algebra
se potom obvykle znaci G(p, q).

Dosud jsme uvazovali geometricky soucin dvou vektort. Soucin tif nebo vice vektori miZeme roz-
délit do dalsich objektd, pro které budeme potiebovat zavést vnéjsi soucin k vektori

1 )
aiNay N---ANag = F Z(—l)"gn(ﬂ)aﬂ(l)aﬂ(z) o Ar()s (1.16)
or

kde v sumé s¢itame pfes vSechny permutace k prvki. Opakovanym uzitim definice skaldrniho soucinu
ve formé ab = 2(a - b) — ba pro soucin ti{ vektord napiiklad najdeme

abc=aANbANc+(a-b)c+(b-c)a-(a-c)b. (1.17)
11
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Diky vnéjsimu soucinu dokazeme soucin libovolného poctu vektort rozlozit do baze. Mé&jme tedy
libovolnou bézi vektorového prostoru (ey,...,e,). Bdze celého prostoru G(p, g) potom bude vypadat
ndsledovné:

(I, e, eiej, eeje, ..., eex...ey) I jk,---€N, i<j<k<...,

kde diky ortonormalité misto vnéjS$iho soucinu piSeme geometricky soucin. Obecny prvek tohoto pro-
storu nazveme multivektor. Pro sou¢in dvou multivektor( stale plati asociativita a distributivita. Dimenze

prostoru bude
Z(Z):z”, (1.18)
k=0

kde sCitame pres stupné prvkd v bazi - skalary jsou objekty stupné 0, vektory stupné 1 atd.. Posledni
prvek baze se nazyva pseudoskaldr a obvykle se znaci I. Skalarni a vnéjs$i soucin mizZeme zobecnit pro
vys§i stupné nez vektory. Pro obecny multivektor, rozloZzeny na n + 1 stuptit M = Ao + A + -+ + A,
zavedeme projektor vztahem

(M)n = Ay, (1.19)
(=) (1.20)
Nyni miZeme zobecnit
Ay Ay = <AnAm>|n—m| (1.21)
An N Ap = AnAnmdnsm- (1.22)

Skalarni prvky v geometrickém souéinu vzdy vznikaji sou¢inem dvou stejnych objekti z baze. Diky
tomu pro libovolné dva multivektory A a B plati

(AB) = (BA). (1.23)

Poznamenejme, Ze napiiklad z (1.17) pro vektor a a bivektor B plati

a-B={aB) = %(aB — Ba). (1.24)

1.1.1 Konvence

Dale budeme pfi vypoctech pouZivat konvenci, Ze skaldrni a vnéjsi soucin ma vzdy ptrednost pred
geometrickym soucinem, tj.

AANBC =(AAB)YC (1.25)
A-BC=(A-BC (1.26)

pro libovolné multivektory A, Ba C.

1.2 Geometricka algebra ve 2 a 3 dimenzich

Prvky sudého stupné tvoii podalgebru. Ukazuje se, Ze ve 2 a 3 dimenzich se tato podalgebra da
identifikovat se zndmymi matematickymi strukturami.

12



1.2.1 Vztah s komplexnimi ¢isly

Prostor G(2, 0) ma ortonormdlni bazi (1, e1, ez, e1ex = I). Potom jediny bazicky bivektor ma vlastnost
(e1e2)2 = e1epe1en = —ejerene] = —eje] = —1. (1.27)

Suda podalgebra tvofi dvoudimenziondlni podprostor, kde pro soucin dvou libovolnych prvka plati
Vai,a2,B1,62 € R, (a1 + ax)(B1 + Bol) = (@181 — a2B2) + (@281 + a1682)1. (1.28)

Tato podalgebra je tak identicka s komplexnimi ¢isly a mdZeme ztotoZnit imaginarni jednotku i s pseu-
doskalarem I = ejes.

1.2.2 Rotace ve dvou dimenzich
Miizeme nyni vyuzit vzorce pro rotaci komplexnich ¢isel jako vektorti v komplexni roviné
7 =éz (1.29)
Kazdému sudému multivektoru Z = a + Ib miZeme pfiradit vektor vztahem
v=e1Z = ae; + bey. (1.30)
Rotace vektoru ve dvou dimenzich o thel ¢ mé potom tvar
v = ereeiv = e1(cos¢ + sin¢ ejep)ejv = (cos ¢ — sing ejex)v = ey = vel?, (1.31)

kde jsme vyuzili, Ze vektor a bivektor ve dvou dimenzich antikomutuji. To 1ze jednoduSe odvodit roze-
pséanim do baze
VB = (v1e1 + nep)(aejer) = —auvieiere] — avyeerer; = —Bu. (1.32)

Vidime, Ze na rozdil od komplexnich ¢isel zaleZi pfi rotaci vektoru na potadi prvki.

Obrézek 1.1: Rotace vektoru v ve dvou dimenzich s jednotkovym bivektorem ejes
,U/

€2

€1

1.2.3 Vztah s kvaterniony
Kvaterniony ptedstavuji rozsifeni komplexnich ¢isel o 2 imagindrni jednotky j a k, pro které plati
==k =ijk=-1. (1.33)
13



Ve tfech dimenzich tvori bazi G(3,0)
(1, e1, e2, €3, erer, ere3, ezer, ejere3 =1). (1.34)

Upozoriiujeme, Ze je tieba si neplést pseudoskalar ve dvou a tfech dimenzich. VEtsinou ale byva z kon-
textu ziejmé, v jaké dimenzi se nachdzime. Oznac¢me bazické bivektory

1
eej = EijkBk, & B = Eéijkeiej. (1.35)

Bivektory spliiuji vlastnosti
Bl =B5=B;=-BBB; = —1. (1.36)

Sudou podalgebru tak miizeme ztotoZnit s kvaterniony nasledujicim zptisobem:
& —Bl, ]<—> —Bz, ko —B3. (1.37)

1.2.4 Pseudoskalar a vektorovy soucin

Ve tfech dimenzich mdme jeden bazicky pseudoskaldr I = eeze3. Nasobeni pseudoskaldrem jedno-
znacn€ mapuje vektory na bivektory a naopak podle

I(ae| + Bey + ve3) = aBy + BBy + vB;3 (1.38)
—I(aB1 + BBy + vyB3) = aey + Bey + yes. (1.39)

Pro druhou rovnici jsme vyuZili vlastnosti
P=-1=1'=-I (1.40)
Dalsi dilezitou vlastnosti je komutativita pseudoskalaru
Ia=al YaeV. (1.41)

Mapa (1.39) prifadi bivektoru vektor, ktery je kolmy k jeho obéma definujicim vektorim. S vyuzitim
(1.23) a (1.41) 1ze odvodit

(laAb)-a= %(I(ab — ba)a) = %((Ib)az — (Ib)a®) = 0. (1.42)
Diky tomu muZeme definovat vektrovy soucin
axb=-IaAnb). (1.43)
Z (1.12) vime, Ze velikost bude odpovidat klasické definici. Z pozorovéni
—I(e1ep) = e3 (1.44)

také vidime, Ze definice také odpovida konvenci det(a X b,a,b) > 0, kde a chapeme jako sloupcovy
vektor soufadnic vektoru a.

14



1.2.5 Reflexe a rotace

Nejvice uziteCnym aspektem geometrické algebry jsou ziejmé vzorce pro reflexe a rotace vektord.
M¢éjme vektor a, ktery chceme zrcadlit skrze rovinu uréenou jednotkovym vektorem n. RozloZime vektor
a na rovnobéZnou a kolmou ¢4st k n:

a=qy+a, =a-nn+(a-a-nn). (1.45)
Transformovany vektor miZzeme tpravami zapsat do jednoduchého tvaru

al

—-ay+a, =—a-nn+(@—-a-nn)=-2a-nn+a
= —ann — nan + a = —nan. (1.46)

Rotaci vektoru myslime obecnou linedrni transformaci zachovavajici velikost vektoru. Tu standardné
popisujeme tiidimenziondlni grupou O(3). Vime, Ze tyto vlastnosti jiz spliiuje reflexe. Obecnou reflexi
urcuje jednotkovy vektor, tedy pouze 2 redlné parametry. Proto zavedeme rotaci jako dvojitou reflexi
popsanou jednotkovymi vektory n; a np. Vektor a tedy ndsobime sudym multivektorem nn, ve smyslu

a =ninyanon. (1.47)

UkdZeme, Ze transformaci popisuji tii redlné parametry, a je tak uz vhodny kandidat pro popis rotaci.
RozloZme opét vektor a na kolmou ¢dst a, a rovnobéZnou ¢ést g k roviné ur¢ené timto bivektorem. Pro
transformace a potom plati

a' =-main —man; =a, —nan (1.48)
a’ =-mad'ny = a, + mmann,. (1.49)
vikc-o

“ Ss /

~ |

|

~ U |

B, fo B 7\ |

62: :

| |

€1 )

Obrazek 1.2: Rotace vektoru v ve tfech dimenzich vzhledem k roviné eje; se tfemi jednotkovymi bivek-
tory By, By, B3

Kolma ¢4st vektoru vzhledem k roviné se pfi reflexi neméni, protoZe leZi v rovindch kolmych k n; a

ny. Vektor tak otd¢ime kolem osy kolmé k roviné nyn;. Zatim nevime, o jaky dhel se oto¢ila rovnobézna
Cast vektoru. Zajimd nds tedy druhy Clen vyrazu (1.49), tj.
nmnaniny = (ng - ny +ny Any)ay(ng - np +nyp Any) = (cos(¢) — ny A ny)ay(cos(¢) + ny A na). (1.50)

Velikost bivektoru miZeme vyjadfit podle

(aAb)? =(ab—a-b)a-b—ba) = -a’b* — (a-b)* + a- b(ab + ba)
= —a’b* + (a- b)* = a*b*(cos*(¢) — 1)
= —sin*(¢)lal’|b’ (1.51)
= (1] Anmp)? = —sin’(). (1.52)

15



Bivektor n; A np tak mizeme vyjadrit jako sin(6)B, kde B je jednotkovy bivektor. MiiZeme nyni piejit do

dvou dimenzi a vyuZitim Eulerovy formule pro komplexni ¢isla a vlastnosti (1.32) najdeme
nanyagning = (cos ¢ — Bsing) a (cos ¢ + Bsin¢) = e ?Bqye?? = e728y. (1.53)

Podle (1.31) vidime, Ze jsme rovnobéZnou C4st vektoru otocili o dhel 2¢ ve sméru bivektoru ny A ny.
Ve tfech dimenzich midZeme libovolnou rotaci urcenou jednotkovym bivektorem B a tihlem ¢ zapsat
jako
d = e 2PaeB (1.54)

, . ¢ L . o\ . , .
Sudy multivektor e~2% nazyvime rotor. Rotor miZeme popsat jednotkovym bivektorem a parametrem ¢,

a tedy tfemi redlnymi parametry. Z konstrukce také existuji dva jednotkové vektory spliujici
nny = e_%B, nony = e%B. (1.55)
Je uziteCné zavést operaci reverze, kterd bude otacet poradi nasobenych vektord
(ab...cd)” =dc...ba. (1.56)
Rotaci uréenou rotorem R = e~ 25 potom miZeme psat jako

a’ = RaR. (1.57)

Charakteristickou vlastnosti rotort je RR = 1, jak uvidime v ndsledujici sekci.

1.2.6 Zavedeni spinoru

Spinorem ve tfech dimenzich nazveme prvek sudé podalgebry. UvaZujme spinor M, vektor a a trans-
formaci
a = MaM. (1.58)

Velikost tranformovaného vektoru uréime z
a’* = MaMMaM. (1.59)
Operace reverze je linedrni a ptisobi na slozky M tim, Ze oto¢i znaménko u bivektort
M =pu+aB) +8By+yB;, M=pu—aB;—fB,~-yBs. (1.60)
Vyndsobenim M a M se vynuluji smi$ené ¢leny a dostaneme
MM = MM = 1% + o + > +°. (1.61)

Vyraz (1.59) zjednoduSime na
a’? = (MM)*d>. (1.62)

OznaCme p = Vmm, potom miZeme spinor M rozloZit na
M = pR, (1.63)
kde RR = 1. Z této vlastnosti potom miizeme kazdé R zapsat do tvaru rotoru
R=ap+a1B; + aB) + a3B3 = e_%B, (1.64)

¢ _ ¢

[ N @ _ 2 2 2 _ a1Bi+apyBr+a3B3
kde cos 5 = @, sin5 = a;+a;+a3aB=

A2+ 02 42
al+a/2+a3

16

. Spinor tak v (1.58) otoci vektor podle R

a nasobf jeho velikost &islem p?.



1.2.7 Rotace obecného multivektoru

Otacet miizeme bivektory i multivektory vyssiho stupné tim, Ze otocime vSechny jejich definujici
vektory. Naptiklad pro bivektor a A b médme

(a A b)Y = (RaR) A (RbR) = %(Raf?RbR — RbRRaR) = R(a A D)R. (1.65)

YV s

Analogicky miZeme postupovat pro vyssi stupné a dostavame tak vztah pro rotaci obecného multivektoru
A
A’ = RAR. (1.66)

1.3 éasoprostorové algebra

Casoprostorovou algebru zavedeme jako G(1,3). Bazické vektory budeme zna¢it YVu- Reckymi pis-
meny u, v, p, . .. budeme standardné znacit index jdouci od 0 do 3, latinskymi i, j, k,... od 1 do 3. Bazické
vektory maji vlastnosti

vo=1 y}=-1 (1.67)

Libovolny vektor mtizeme rozlozit do slozek
v ="'y, (1.68)
Velikost vektoru je
v = (") = (01 = 07’ - )% (1.69)
Soufadnice vektoru v tak miZeme ztotoZnit s étyfvektorem v Minkowského prostoru. Béze celé algebry
ma 16 prvki
A Y Vv Yu¥Yor  D- (1.70)

Celkem 6 bivektort rozdélime do dvou skupin. Podprostor tvofeny prostorovymi vektory zname z
minul€ kapitoly a bivektory y;y; tak generuji rotace. Bivektory obsahujici yo maji nezvyklou vlastnost

(viyo)* = 1. (1.71)

Rotace generované témito bivektory tak maji hyperbolicky charakter, coz ocekdvame, protoZe by tak
méli reprezentovat Lorentzovy transformace. Ty jsou totiZ linedrni a také zachovavaji velikost vektora.
Pro rozlieni tak misto rotace budeme pouZivat pojem boost. Zkusme naptiklad rozepsat do sloZek boost
generovany bivektorem B = y;yq o dhel ¢

ép ¢
v = e 2Bpe2B. (1.72)
Rotor miizeme prepsat do tvaru

n n
e 5B = l( - ?B) — cosh? — Bsinh 2. (1.73)
= n! 2 2 2

v> ay3 komutuji s B, zatimco yp a y; s B antikomutuji. Transformace tak ptisobi jen na nultou a prvn{
sloZku v. Pro ty dostaneme
vy + v"'y1 = (cosh ¢ — Bsinh ¢)('yo + v'y1) (1.74)
= (1° cosh ¢ — v' sinh ¢)yg + (v' cosh ¢ — v° sinh ¢)y. (1.75)
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Pro cosh¢ = vy a sinh¢ = B dostdvdme klasicky tvar Lorentzovy transformace ve sméru x. Obecnou
Lorentzovu transformaci miZeme zapsat jako

v = e B2peB)?, (1.76)

kde B je libovolny bivektor. Ten je uréeny Sesti parametry, coZ odpovida tfem rotacim a tfem boostim.
Podobné jako ve tfech dimenzich spinory definujeme jako prvky sudé podalgebry. Kazdy spinor M
urcuje pravé jeden vektor
v = MyoM. (1.77)

Na rozdil od tfech dimenzich nyni pseudoskalar s vektory antikomutuje a také plati (viz. [1, kap. 5.4])
MM = MM = a + BI. (1.78)
Pro velikost vektoru tak mame
v? = Myo(a + BDyoM = (a + B)(a — BI) = o® + 2. (1.79)

Odtud vidime, Ze mapa (1.77) nepokryva vektory se zapornou velikosti. Jak si ale ukdZeme dile, po-
kryva alespoi v§echny ¢asupodobné vektory sméfujici do budoucnosti. Nakonec jesté uved’ me uzite¢nou
identitu

YuYv T VYu = 277/11/9 (1.80)

kde n,, = diag(1l, -1, -1, 1) jsme oznacili metriku prostorocasu.

1.4 Reprezentace pomoci komplexnich matic

Kazda Cliffordova algebra se da reprezentovat pomoci matic (viz. [7]). VétSinou to ale nenf praktické,
protoZe matice odpovidajici bazickym vektortim byvaji dimenziondlné velmi velké, coZ vede k dlouhym
vypoctlim ndsobeni matic. Vyjimku ale tvoii komplexni 2 X 2 matice s bazi tvofenou Pauliho maticemi, s
kterymi miiZzeme reprezentovat sudou &dst Gasoprostorové algebry. Cisté s maticovou reprezentaci potom
budeme pracovat ve tieti a ¢tvrté kapitole. Pauliho matice

10 0 1 0 —i I 0

maji vlastnosti

g0 = (Sijo-() + igijko'k
(iocj)ioj) = =6;jo0 — L &;jkOk

o1003 = i0y. (1.82)
Pro lepsi manipulace s indexy zavedeme notaci
Gy =0t (1.83)
Pro sigma matice potom plati identita podobn4 (1.80)
Oy + 0y0y, = 21y (1.84)

Oznacme bivektory
Bi = &ijyjvr. 1Bi = Yiyo. (1.85)
18



Odpovidajici vlastnosti jsou

IB[IB/' = 5,‘] - 8ijkBk
B,'Bj = _6ij + 5ijkBk
IB\1B2IB3 = yoy1y2y3 = 1. (1.86)

Porovnanim tedy dostaneme pfifazeni
1o 09 B —io; IBi o o; I e ioy. (1.87)

I kdyz vektory nejsou prvky sudé podalgebry, miizeme je reprezentovat pomoci libovolné hermitov-

ské matice jako

0 3 1 V)
v +v v — 1

Vice podrobnosti k tomuto pfechodu Ize najit v [8]. Jednotlivé sloZky miiZeme najit pomoci stopy
1
v = 5 Te(Va). (1.89)
Podobné jako pro sigma matice zavedeme notaci

V=, (1.90)
Z identity (1.84) Ize potom odvodit vzorec pro skaldrni soucin

Hw,l = %(vv’v + VW) = vfw, = %Tr(VV_V). (1.91)
Pro velikost vektoru tak plati

1 _
Vo, = 3 Tr(VV) = det V. (1.92)

1.4.1 Konstrukce spinora

Z linearni algebry m4 kazd4 hermitovska matice V rozklad

_uft O\
V—U(O /L)U’ (1.93)

kde U je unitarni matice a 1, A, jsou vlastn{ ¢isla. Ty najdeme jako kofeny charakteristického polynomu
P =" = = ) - - (@) =0. (1.94)
Vyftesenim kvadratické rovnice dostaneme

A =0 + o, (1.95)

kde o] = ()2 + )2 + (13)2.
Pokud je vektor ¢asupodobny nebo svétlupodobny, tj. v¥v, = A,4_ > 0, miZeme vektor rozloZit do
matice M zplsobem

V=+MM",kde M= u( (1.96)
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kde znaménko minus pfiddvame pro vektory mitici do minulosti (t° < 0).
Prostorupodobny vektor, tj. 1,A_ < 0, miZeme rozlozit podobné. ProtoZe maji vlastni ¢isla rozdilna
znaménka, musime doprostfed pfidat matici o3, tj.

V = Mo;M'. (1.97)

Déle budeme uvazovat jen ¢asupodobné vlastni vektory smétujici do budoucnosti.
Nyni tento rozklad miZeme vyuzit v geometrické algebfe. Upravme (1.77) do sudé podalgebry vy-
ndsobenim g zprava:

v= MyOM - vyy = MyOMyo. (1.98)
Porovndme M a yo My,
M=a+IB+C+pI (1.99)
M=a-1IB-C+pI (1.100)
YoMyo = a+IB - C - I, (1.101)

kde B a C jsou odpovidajici rotacni bivektory. Posledni operace je totoznd s hermitovskym sdruzenim v
komplexni reprezentaci. Mdme tedy

V = MM" & vyy = MyoMyy. (1.102)

Dokézali jsme tedy, Ze rozklad (1.77) lze provést pro kazdy casupodobny ¢i svétlupodobny vektor smé-
fujici do budoucnosti.
Nakonec odvodime odpovidajici operaci pro det M. Pro M = (e, + i8,)5* najdeme

detM = (ag + iBo)* — (a3 + iB3)* — (a1 + iB1)* + (B2 — ia2)?

=) — 0% — a5 — a3 — 5+ + 5 + B3 + 2i(aoBo — 181 — @By — 3B3). (1.103)
V geometrické algebie pro M = ag + a;IB; + 3;B; + Bol plati
r_ 2 2 2 2 2 ) 0
MM = ay —a] —a, —@; —ﬁo +ﬁ1 +ﬂ2 +ﬁ3 + 21(&0,8() + Cl]ﬁ] + alzﬁz + a3ﬁ3). (1.104)

Z (1.87) tedy vidime
detM & MM. (1.105)

Pfepi§me déle determinant do poldrniho tvaru det M = pe™™. Definujme ¢/2 jako f4zi spinoru a /p jako
velikost spinoru.

1.4.2 Obecna Lorentzova transformace

Podrobnéjsi vyklad této sekce l1ze nalézt v [3]. Obecnou Lorentzovu transformaci miZeme popsat
bud’ matici L), kterd plisobi na slozky vektoru

V' =vo, = Loy, (1.106)
nebo z geometrické algebry predpisem

v"yo = RuRyo = R(vyo)(yoRyo) «> V' = RVR', (1.107)
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kde R ted’ chdpeme jako komplexni matici s jednotkovym determinantem. Z maticového zdpisu jde
dokonce jednoduse vidét, Ze transformace neméni velikost vektoru, protoZe plati

det V' = det (RVR") = (det R)*det V = det V. (1.108)
Porovnanim (1.106) a (1.107) dostaneme vztah
14,0, =Ro,R'. (1.109)

Slozky L', miZeme vyjddfit pomoci stopy matice jako
1
r, = 3 Tr(Ro,RT6+). (1.110)

Ze znalosti transformace vektorti jednoduse dostaneme predpis pro transformaci spinord. Z (1.102) a
(1.107) mame

V' = RMM'R" = (RM)(RM)". (1.111)
Spinor se tedy pii Lorentzovych transformacich transformuje podle
M’ = RM. (1.112)

1.4.3 Polarni rozklad spinoru

Z (1.96) dostaneme poléarni dekompozici
M = UAUTU = HU, (1.113)

kde A je diagondlni matice odmocnin vlastnich &isel a H = UAUT hermitovskd matice. Pro vektor V
potom plati

V=MM" = H. (1.114)
Vsechny informace o vektoru V jsou ukryty v H, zatimco U predstavuje 4 dal3f stupné volnosti. Uka-
Zeme, 7e H lze vyjadrit explicitné pomoci slozek vektoru V. Pro diagonalizovatelnou 2 X 2 matici V plati
Hamilton-Cayleyho véta

V2 = (Tr V)V + (det V)I = 0. (1.115)
Pro prehlednost dile vynechdvdme ndsobeni jednotkovou matici, které je zjevné z kontextu. Upravou
V2 = (Tr V)V + (det V) = (V = VdetV)? — (TrV + 2 Vdet V)V (1.116)

nalezneme

(V£ VdetV)?

=—" (1.117)
TrV +2vVdetV
Oznaéme p = VdetV a TrV = 20°. Z (1.117) potom nalezneme dvé feseni (1.114)
1 V<
H, = il (1.118)

% Vil p

Dile existujf jesté dalsf dvé feSeni s opaénym znaménkem. D4 se ukézat, ze h° — |h_| < 0, a tedy H_ je
prostorupodobny vektor. H, uz je ¢asupodobny a pro lepsi interpretaci ho miizeme upravit do tvaru
H \/-(1 Josps L ) V(cosha + sinh a0 = yBexp@ o, (1.119)
=Vp|l—=WW+p+— ;| = yp(cosha +sinha—o;) = ypexpla—o;), (1.
TV NN ol ol

kde cosha = —= /L’ + p asinhe = %\/Lol_ V nerelativistické limité 1 > v’ miZeme aproximovat
p Vil+p

Vo

cosha~1, a=sinha= M (1.120)
2p
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Kapitola 2

Rotory a spinory v klasické mechanice

2.1 Geometricka algebra v klasické mechanice

Ve tfech dimenzich ndm geometricka algebra vytvaii novou strukturu, diky které Ize snadnéji popsat
nékteré fyzikdlni veliCiny. Polohu, rychlost ¢i hybnost budeme popisovat vektory stejné jako v klasické
mechanice. Geometricky soucin plné nahrazuje skaldrni a vektorovy soucin. Moment hybnosti stan-
dardné definovany jako vektorovy soucin polohy a hybnosti tak miizeme definovat jako bivektor

L=xAp. (2.1

Zbavime se tak rozdélovani na vektory a pseudovektory. Ve tfech dimenzich mizeme kazdému bivektoru
prifadit vektor pfendsobenim pseudoskaldrem. Velice uZite¢nd bude identita pro vektorovy soucin

axb=-IaAb)=a-(-Ib) =(-1a)-b. 2.2)
Klasicky moment hybnosti ve formé vektoru tedy dostaneme jako
[=—-IxAp. (2.3)

Geometrickd algebra ndm umoziuje provadét transformace, které pomohou v mnoha piipadech zjed-
nodusit diferencidlni rovnici pro dany problém. Ve tfech dimenzich jsme ukdzali (viz. (1.63)), Ze libo-
volny sudy multivektor M mdZeme interpretovat jako rotor R vyndsobeny né&jakym kladnym ¢islem p.
Pro libovolny vektor v tedy existuje multivektor M splilujici

V= Melﬂ, 24

kde e; je bazicky vektor. Multivektor M nazveme spinorem. Pro libovolny vektor v neni spinor uréen
. v v 2 z &
jednoznaéné. Vyndsobenim M zprava rotorem e2’¢! dostaneme

Me2' e (Me2')™ = M(e>¢eye™ 51 )M = Me M. (2.3)

M a Me3' tedy urduji stejny vektor.

2.2 Kustaanheimo-Stiefelova transformace

UkédZeme vyuziti transformace (2.4) v Keplerovée tloze, kde problém pfevedeme na izotropni har-
monicky oscilator. Poprvé tuto transformaci objevili P. Kustaanheimo a E. Stiefel v [5], ackoli jesté
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nepracovali s geometrickou algebrou. Tu zpopularizoval az D. Hestenes v [2]. My zde navic ukdZeme
reSeni trajektorie a také se budeme zabyvat integraly pohybu, které dostaneme z této transformace.
Zacéneme s diferencidlni rovnici (viz. [9, kap. 4.4])

k
ux = —ﬁx, (2.6)

kde x je vektor urcujici relativni polohu dvou téles, u je jejich redukovand hmotnost, k£ konstanta a
r = Vx2 velikost x. Pro moment hybnosti zavedeny jako (2.1) potom plati

dL _pd o ouo
E_zdt(xx xx)—z(xx Xx) =0, (2.7)

kde jsme v posledni rovnosti pouZili pohybovou rovnici (2.6). Diky konstantnimu momentu hybnosti je
pohyb rovinny a prejdeme tak do dvou dimenzi. RozloZme nyni vektor polohy x do spinoru M vztahem

x(t) = M(t)ey M(1). (2.8)
Ve dvou dimenzich bivektor antikomutuje s vektory, a tak miZeme zjednodusit (2.8) na
x = M?ey. (2.9)

Pro derivaci soucinu multivektord plati Leibnitzovo pravidlo, takZe miizeme jednoduse najit prvni deri-
vaci
X=(MM+ MM)e; = 2MMe,, (2.10)

kde jsme v druhé rovnosti vyuzili komutativity sudych multivektort. Vyndsobenim M zprava a vyuzitim
znalosti r = MM z kapitoly 1.2.6 dostaneme

iM = 2rMe;. 2.11)

Nyni definujme novou proménnou s vztahem

dt
—=r 2.12
i (2.12)
Pro prvni a druhou derivaci M najdeme
d 1
—M = -xM 2.13
75 7 xMe, (2.13)
d? 1 : 1 1
T M = 1M + iM)e) = E(jcx + Ex2)M, (2.14)

kde jsme v posledni rovnosti dosadili (2.13) a vyuZili definice (2.8). Rovnici pro M ziskdme dosazenim
za ¥ z pohybové rovnice (2.6):

d? 1 k 1 E
YL . ~2)M:_ : 2.15

ds? 2u ( Hx 215
Vyraz v zavorce je celkovd energie, a tedy konstanta. Tim zdstava linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu
pro M. Stejny vysledek dostaneme i ve tfech dimenzich (viz. [1, kap. 3.3.2]), musime ale pro M pfidat
podminku

(Me M); = 0. (2.16)
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Pro E < 0 feSeni najdeme analogicky jako u harmonického oscildtoru ve tvaru
M = Mye™” + Mye ™, (2.17)

kde w = ,/% a M, a M, konstantni spinory. Odtud Ize snadno urcit trajektorii i bez pouziti polarnich

s ¥

soufadnic. Ve dvou dimenzich miZeme nahliZet sudé multivektory jako na komplexni ¢isla. Pro jedno-
dussi zdpis jen ztotoZnime jednotkovy pseudoskaldr a imagindrni jednotku i = I. PfepiSeme (2.17) do
tvaru

M = C1e” e + CreP e, (2.18)

kde C1, Cs, ¢1 a ¢ jsou konstanty uréené pocateCnimi podminkami. Dals{ dpravou ziskdme

P1+¢2

.$1—¢ . P+ L
M = el%(clelws+l% + Czeflwsfl 3 ) (219)

o . . P p TAIZ A <
Pro urcenf tvaru trajektorie nenf prvni faktor ¢' "2 dileZity a lze ho vynulovat vhodné€ zvolenou sou-

stavou souradnic. Stejné tak konstantni posunuti faze @ se muzeme zbavit posunutim proménné s.
PoloZime tak ¢; = ¢ = 0. Pro urceni trajektorie x(s) nemusime pfechazet do celé algebry, protoZe z

(2.9) sta&f najit M? a jednotlivé slozky polohy najdeme trividlné vynasobenim e, mame tedy
M? = C3e¥5 + C2e729 +2C1Cy = (CF + C3) cosQws) + 2C1Cy + i(C? — C3)sinQws).  (2.20)

Z posledniho vyrazu je zjevné, Ze se jednd o elipsu posunutou v jednom sméru. Pfechod z s do ¢ jde
ziskat z (2.12) integraci.

Transformace z x do M ndm také poskytuje integrdly pohybu pro spinor M, které budeme moci
vyjadrit pomoci zndmych integrali pohybu pro vektor x. Pfimo z rovnice (2.15) miiZeme po vynasobeni

dM e
%y Zleva a zprava najit

MdM dMd*M  E (dM M M\ E
dMdM | dMd (d M+ m? ) d((d ) Mz):O. 2.21)

—t—————|——M+M— =] - =—
ds* ds ds ds* 2u\ds ds ds\\ ds 2u
OznaCme tuto zachovdvajici se veli¢inu A. Ve dvou dimenzich miZeme sudy multivektor ztotoZnit s
vektorem (viz. (1.30)). S vyuZitim (2.13) po dpravach najdeme

dM\* E 1 1 k 1 k
A :(_ds ) - ZMZ = Z()’CMel)z - Z)'czxe] + _2,urxel = Z(xxx - x+ Z;)el (2.22)
1 1
- ——(uLx - kf)el - ——(z X p— kf)el, (2.23)
2u r 2u r

kde vyraz v posledni zdvorce zavorce je znamy Laplace-Rung-Lenzliv vektor. Dalsi integraly pohybu
miZeme najit rozlozenim M do dvou slozek m; + Im;. Zde mame 2 "energie"a "moment hybnosti"

— _ = 2.24

€l ( ds ) Zuml ( )

=l—) - — 2.25

= ( ds ) mez (2.25)
dmy dmz)

A=yl —my —m——=). 2.26

M( ds 2 ds ( )

Posledni mtizeme s pomoci (2.13) upravit do tvaru

A= %(Zmlmzvl + (m% - m%)vz) = g(—xzvl + x10p) = L. 2.27)
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Moment hybnosti pro vektor x tedy odpovidd "momentu hybnosti"pro spinor M. Pokud rozepiSeme do
slozek A = a; + lay, nalezneme ndsledujici vztahy:

a =€ — & (2.28)

f E
a =2./€1e + ﬁ/lz. (2.29)

Pomoci rotorG geometrickd algebra umoziuje efektivni popis rotacnich stup télesa a jejich dyna-
micky vyvoj. Pfedstavime zde zdklady, které jsou inspirovany [1, kap. 3.4]. Déle si ukdZeme souvislost
mezi rotory ve tiech dimenzich a spinorem jako dvoukomponentnim komplexnim vektorem z kvantové
mechaniky. ReSeni symetrického setrvaéniku potom vyfesime v této komplexni reprezentaci.

Uvazujme tuhé téleso a jeho 3 rotacni stupné volnosti. Ty se daji reprezentovat dvéma soustavami -
inercidlni {e;} a pevné spojenou s télesem {f;}. Zavislost mezi soustavami budeme popisovat rotorem

2.3 Pohyb setrvacniku

fi®) = ReiR(1). (2.30)
Pomoci rototu R bychom méli najit vektor tihlové rychlosti, ktery je klasicky zaveden vztahem

fi=wx fi. (2.31)

Derivaci (2.30) na naslednymi tipravami najdeme

f: = Re;R + Re;R = RRf, + fRR = RRf; — f;RR = QIRR) x f.. (2.32)

Z posledniho vyrazu plyne
w = 2IRR. (2.33)

Zjevné je ale vyhodnéjsi zavést bivektor tihlové rychlosti
Q =lw = -2RR. (2.34)

Pokud mame zadané €(¢), staci vyresit rotorovou rovnici

. 1
R= _EQR (2.35)

Abychom plné popsali téleso v inercidlni soustave, potfebujeme jesté pridat tfi translacni stupné
volnosti. Méjme bod x v soustavé spojené s télesem. Jeho sourfadnice v druhé soustavé budou

y(1) = ROxR() + yo(0), (2.36)
kde vektor y je rozdil pocatkd dvou soustav. Pro derivaci plati
e 1 PSRV -
Y =RxR+ RxR + jp = R( - ERQRx + ExRQR)R + o = R(x - Qp)R + yo, 2.37)
kde pro zjednoduseni zapisu jsme zavedli bivektor thlové rychlosti v soustavé spojené s télesem

Qp = ROR. (2.38)
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Nyni potfebujeme najit dynamické rovnice pro R a x. Témi jsou 1. a 2. véta impulzova

P=F (2.39)
L =N, (2.40)

kde F je celkovd sila a N je celkovy moment sil. Méjme tedy téleso popsané hustotou p(x). Nejdfive
najdeme celkovou hybnost a moment hybnosti

P= fpyd3x = pr(x-QB)f?+y0d3x = R(fpxd3x -QBd3x)I~?+yo fpd3x (241
fpy Ay’ x = fp(RXR +40) A (R(x - Qp)R + jo) d’x

L=
:R(fpr(x-QB)d3x)I~?+y0/\R(fpxd3x-QB)I?+prxd3xl§/\y0+fpd3xy0/\yo.
(2.42)

Vyrazy se znané zjednodusi umisténim pocatku soustavy spojené s télesem do hmotného stredu t€lesa
y; definovaného

f oy —yr)d’y = 0. (2.43)

Staci tedy nahradit yg za y; a poloZit f pxd>x = 0. Ozna¢me také M celkovou hmotnost télesa. Rovnice
(2.41) a (2.42) se potom zjednodusi na

P = Miy (2.44)
L:prxA(x-QB)d3x§+MyoAy0. (2.45)

Vsechny informace o setrvacnosti télesa jsou ukryté v M a funkci

I(A) = f px A (x-A)dx. (2.46)

Funkce je linedrni a mapuje bivektory na bivektory. Mlizeme ji tak reprezentovat matici

lij = (Ie;) - fpx A(x-(Iej) dx, (2.47)

kde jsme zvolili néjakou ortonormélni bazi {e;} v soustav¢ t€lesa. UkdZeme, Ze I;; je tenzor setrvaCnosti.
Vyraz v integralu upravime déle do tvaru

(Iej) - (x A (x-(Ilej)) = (Iej) - (—x A (x X e))) = e; - (x X (x X e}))
= —x;xj + 0% (2.48)
a dostdvame tak zndmy vzorec pro tenzor setrvacnosti
Ij = f p(61jx* — xixj) dx. (2.49)

Tenzor je zjevné symetricky a semi-pozitivné definitni, takze je vZdy vyhodné pfejit do soustavy, kde je
v diagondlnim tvaru s tfemi parametry i; = /;;. Uvazujme nyni t€ZisSté t€lesa v klidu. 2. véta impulsova
ndm dava Eulerovy setrva¢nikové rovnice

N = RI(Qp)R + RI(Qp)R + RI(Qp)R = R (I(QB) + %[I(QB), Q] )R, (2.50)

kde pro zjednoduseni zapisu jsme zavedli komutator [A, B] = AB — BA.
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2.4 Reprezentace pomoci komplexnich vektoru

Nyni na chvili odbo¢ime do kvantové mechaniky a popisu spinu elektronu v magnetickém poli. Stav
spinu popisujeme komplexnim vektorem

v = (Z)) = (Zg N iZ;) @.51)
ktery se vyviji v ¢ase podle Schrodingerovy rovnice
ihlgy = H W) = poBjo; ), (252)
kde o je Bohriiv magneton, o-; Pauliho matice a B intenzita magnetického pole. Pfepsdnim do sloZek
mame d (ay + ia; Mo . . [ap+ia
7 (az N iag) = _Elea-j (a2 N ia3)' (2.53)

Diky tomu, Ze (Yy) = a/(z) + a/% + a% + a% = 1, zkusime nahradit komplexni vektor rotorem R. Nejdiive
ale musime najit analogii ndsobeni sigma maticemi. Ty vZdy jednotlivé prvky prohodi a u nékterych
zméni znaménko. Analogie v geometrické algebie bude nasobeni rotoru bazickym bivektorem zleva. Pro
zjednoduseni rovnice (2.52) chceme tedy néasledujici vlastnost

leju) = io; 1y, (2.54)

kde vyraz v prvnim ketu chdpeme jako nisobeni v geometrické algebfe. Po rozepsani této podminky
snadno najdeme nésledujici prifazeni, podrobnéji vysvétleno napriklad v [1, str. 270],

g + iaq
) + iaj

|¢>=(

) oy =ap +aszle; —arley + ajles. (2.55)

Rovnici (2.52) potom miZeme piepsat do fe€i geometrické algebry jako
R= —’L%IBR, (2.56)

kde jsme jen preznacili [/) na R a B = Bje; chapeme jako vektor intenzity magnetického pole. Tato rov-
nice pro spin elektronu je analogicka rovnici pro rotor (2.35) z klasické mechaniky. Nasobeni bivektorem
zprava bude v této reprezentaci vypadat nasledovné

lyley) = o )" (2.57)
lWler) = ios )" (2.58)
lyles) =ily), (2.59)

Bo + 1B

kde hvézdickou znacime komplexni sdruzeni. Oznacme |¢) = (ﬂ +ip ) Pro skalarni soucin dvou vek-
2 3

tort plati

Re(Ylpy = aofo + a1B1 + @B + asPs = (Y¢), (2.60)

kde a posledni vyraz chapeme jako skaldrni ¢ast sou¢inu dvou multivektord. Pomoci (2.59) a (2.60) pro
skalarni soucin nyni najdeme prifazeni

(W1¢) = Re(ylp) — iRe(Wlig) & (Yp) — (Pple3)les. (2.61)
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Nyni midZeme najit podle (2.61) pro stfedni hodnoty spinu

WGy & —(lepples) — (Flep)les = (fepes). (2.62)

Posledni ¢len vypadl, protoZe rotace bivektoru md nulovou skaldrni ¢dst. Mdme tedy jednoduchy vyraz
pro vektor stfednich hodnot spinu

s = 590@31,//. (2.63)

2.5 Symetricky setrvac¢nik

V této Casti vyfesime pohyb volného symetrického setrvacniku. Mame zadané tfi hlavni slozky ten-
zoru setrvacnosti i; = ip # i3. Nejprve musime vyfeSit Eulerovy setrvaénikové rovnice

. 1
I(Qp)+ E[I(QB)’ Q] =0. (2.64)
Rozepsanim Qp do sloZzek mame
QB = wilei (265)
I(QB) =hwiley +ijwrle; + i3(x)31€3 = i]QB - (i1 — i3)w3163. (266)
Dosazenim do (2.64) dostaneme
- (i1 — i) .y o ~
1(Qp) - w3 [{e3, Qp] = 1(Qp) — w3(iy — i3)le3 - Qp = 0. (2.67)
Z pozorovani
e3N(lez-Qp)=e3 Ne3 A(IQp) =0 (2.68)
plyne
e3 A I(Qp) = izw3 = 0. (2.69)

SloZka ws tak nezavisi na Case. Z (2.66) nasledné vyjadiime

1 .
Qp = —I(Qp) + L wsles. (2.70)
I 1
Pfechodem do inercidlni soustavy dostaneme
1 i — i3 -
Q=—L+ - w3RIe3R. (271)
3] 1
Nynf staci vyfeSit rovnici (2.35) pro
Re-—toR=-tir-1"5,p (2.72)
=—= =—-——ILR - w3sRles. .
2 2i, 2, 7

Pro ziskani feseni pfejdeme do komplexni reprezentace z minulé kapitoly. Rotor budeme znacit kom-
plexnim vektorem [i). Ndsobeni bivektorem L zprava pfejde na ndsobeni sigma maticemi. ZtotoZnime
tedy

L= l,-(Ie,-) L= l,'(iO',‘). (273)

Pro druhy ¢len vyuzijeme vlastnosti (2.59) a dostavame tak rovnici

i i
‘2. S w3 ). (2.74)
1

. 1 .
W = =5 L) =i
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Oznaéme Q; = %L aQp = %wa JelikoZ moment hybnosti je konstantni, feSeni nalezneme ihned jako

(D) = e 3030y (2.75)

Protoze Q; a Qg komutuji, miZeme rozdélit exponencidlu na dvé ¢ésti a prejit jednoduse zpatky do
geometrické algebry

WD) = e 2% e 3R oy 5 y(t) = 1Dy IR, (2.76)

kde pro exponencidlu s Qg jsme vyuZili opét vlastnosti (2.59). Konstantni vektor x v soustavé spojené s
télesem se podle (2.36) vyviji v inercidlni soustavé rovnici

y() = YO0 + yr. 2.77)
Jelikoz je rotace linedrni transformace, miizeme zavést ortogondlni matici
Uij(0) = ei - (e ih(1)) (2.78)
a slozky vektoru y(¢) = y;(¢)e; najit jako

yi(t) = U;j(0)x; + (o). (2.79)
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Kapitola 3

Lagrangeuv formalismus pro spinorové
pole

V nésledujicich kapitolach pfejdeme z popisu jednoho spinoru na popis spinorového pole. Budeme
uvazovat pouze Casoprostorovou algebru, kde jsme spinor jsme zavedli jako prvek sudé podalgebry. Bu-
deme také naddle pracovat jen v reprezentaci komplexnimi maticemi z kapitoly 1.4. Spinor tedy budeme
znacit komplexni matici M € C>2. UkaZeme si zde pohybové rovnice a obecné vzorce pro zachovavajici
se tenzory, které plynou ze spojitych symetrif lagrangidnu.

3.1 Pohybové rovnice

UvaZujme spinorové pole M(x) a hustotu Lagrangeovy funkce £ = L(M, 0,M, x*). Hledat pohybové
rovnice je vétSinou vyhodné piimo variaci M’ = M + 6M. MulZeme se ale také na M divat jako na 4
komponenty matice mqg(x), kde a, 8 = 1, 2. Hustotu Lagrangeovy funkce potom vnimdme jako funkci

L= .E(maﬁ,ﬁﬂmaﬁ,mzﬁ, aﬂmzﬁ,x’l). @3.D

Zachdzenim mgp a mzﬁ jako s nezdvislymi funkcemi ziskdme variaci akce 2 sady Euler-Lagrangeovych
rovnic

o ( 9L oL
M(a(aﬂmaﬁ))  Omep ©-2)
o ( AL oL
@(a(aﬂm;ﬁ )_ omt g 0 G-3)

3.2 Teorém Noetherové

Spojité symetrie lagrangidnu ndm poskytuji zachovavajici se veliCiny. Stru¢né zde shrneme vysledky
z [4, kap. 2.4], kde 1ze najit celé odvozeni a vice podrobnosti. Mé&jme obecné n poli ¢,(x), r = 1,...,n.
Infiniteziméaln{ transformace soufadnic

K= xSt 3.4)

Diéle uvaZujeme variaci pole

¢r,(x,) = ¢r(x) + 6¢-(x), 3.5)
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kde 6¢,(x) obsahuje zménu "tvaru"poli (jako napiiklad zména sméru vektori pfi rotaci). Pokud chceme
celkovou variaci poli, je nutné vzit rozdil funkci ve stejném bodé

S¢r(x) = ¢,/ (x) - ér(x) = 6¢,(x) — auqﬁr(x)éx“- (3.6)
Podminkou zachovéni akce pfi této transformaci dostaneme
0 ( oL ) oL ]~ oL .
— = —0¢/(x) + O [—6 () +£(x)(5x“] =0. 3.7
5 G0~ 50 0+ e 57
Prvni vyraz se vynuluje za pouZiti pohybovych rovnic a dosazenim (3.6) ziskdme tak vztah pro Noethe-
rovské proudy

oL -
ay[m(&pr(x) — Bur(X)03") + L(x)éx”] = 0. (3.8)

Pro spinorové pole dosadime za ¢, komponenty M a jejich komplexni sdruZeni. Potom dostaneme
rovnici

oL 0L

0 ((5maﬁ(X) - 8ﬂmaﬁ(x)6x“) + m

m m ((szﬂ(x) — 6ﬂm2ﬁ(x)5x") + Lox| = 0. (39)

3.2.1 Tenzor energie-hybnosti

Tenzor energie-hybnosti najdeme, pokud lagrangin explicitné nezdvisi na soufadnicich, tj. je invari-
antn{ vici transformaci

o=+ € (3.10)
kde € je konstantni posunuti. Spinorové pole pfi translaci nemeéni tvar. Mame tedy
oxt = ¢ (3.11)
Smap(x) = 6mf;ﬁ(x) =0. (3.12)
Z (3.9) po dosazeni a vytknuti € dostaneme kanonicky tenzor energie-hybnosti
T = %aymﬁ,ﬁ + %mmgﬁ -, L splijici  9,7", = 0. (3.13)

3.2.2 Tenzor momentu hybnosti

Tenzor momentu hybnosti ziskame v dasledku invariance lagrangidnu vici Lorentzovym transfor-
macim. Ty miZeme infinitezimalné zapsat pomoci libovolné antisymetrické matice Sw*” jako

=X+ 6 x,. (3.14)
Spinorové pole se transformuje vztahem
M’ (x") = RM(x) = M(x) + AM(x), (3.15)

kde A € C?? je generitor Lorentzovy transformace R = ¢*, tedy musi spliiovat TrA = 0. Z (1.110)
dostdvame vztah mezi A a 6"

" + 6w = % Tr((1 + AN (1 + A)o) = % Tr((1 + AN (1 + A)o™) (3.16)

=+ %Tr(o‘-"(Ao-" +0AN) + O(A?). (3.17)
31



Po odecteni *” potom miZeme vyjadrit A

oo, = Ao + a’Af (3.18)
S o,y = Ad'a, + o' ATa, = 4A, (3.19)

kde jsme v posledni rovnosti pouZili identity
o'ag, =4I, (oo, =4zl (3.20)

a faktu, Ze A neobsahuje nultou slozku. Pro variaci M a M" mame

1
OM(x) = ZU,,G'VM(x)(Sw“", 3.21)
1
M (x) = ZMT(x)o"Vaﬂéw‘”. (3.22)
Dosazenim do (3.9) nalezneme
y 1 oL 0L

3| T (T yattig |60 = 0. (3.23)

. 1
A " G0

Abychom se zbavili w"?, musi byt vyraz v v hranaté zavorce antisymetricky ve v a p. To ale nenf pro-
blém. Rozd€lenim vyrazu na symetrickou a antisymetrickou Cast se symetrickd ¢4st vynasobenim dw"”
vynuluje. Dostaneme tedy nakonec tenzor momentu hybnosti

M, =T, - x, 78, + S, splijici g, M, = 0. (3.24)
kde jsme oznacili tenzor spinu

1 oL 1 oL
i = = ——C0)a S ) ) 3.25
vp za(aﬂmaﬁ)( ,0) My + Za(aymzﬁ)( Vp)7 m}’ﬁ ( )

Pro piehlednost jsme zavedli X,, = %(a'vd'p — 0,0y) jako antisymetrickou kombinaci dvou sigma matic.
Tenzor spinu zpiisobuje asymetrii kanonického tenzoru energie-hybnosti. Z (3.24) plyne

aﬂsﬂvp = 7;)1/ - Tvp- (3.26)
Lze zkonstruovat symetricky (Belinfante-Rosenfeldliv) tenzor energie-hybnosti zptisobem
1 1
Ty =T+ F0p(S7 + SH = S = S(TH + T + 9p(S + S™), (3.27)

kde z prvniho vyrazu je vidét zachovani diky antisymetrii p <> u v zavorce a z druhého vyrazu symetrie
tenzoru.

3.2.3 Vnitrni symetrie

Predpokladejme, Ze lagrangian je invariantni vii¢i vnitinim (infinitesimalnim) rotacim ve smyslu

M (x) = M(x)e” @ ~ M(x) + M(x)a"ic, (3.28)
M () = e M (x) » MT(x) = @”io,MT(x) (3.29)
X = (3.30)
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Pro variaci komponentii M a M potom plyne
OMmap = &' May(i0),p
6mzﬁ = —a"(io)gymy,.
Z. (3.9) dostaneme Ctyfi zachovavajici se proudy

oL oL

gy (i )y —
(B, Map) T )yp (D)

jyv:
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Kapitola 4

Popis klasického kontinua pomoci
spinorového pole

Kontinuum se klasicky popisuje (viz. [10]) pomoci vektorového pole (Etyf)rychlosti u(x) a husto-
tou p(x). Rovnice popisujici vyvoj téchto velicin jsou rizné v zavislosti na typu kontinua. My budeme
uvazovat pouze idedlni relativistickou tekutinu ([10, kap. 15]). Vyvoj dostdvdme z rovnice kontinuity
a zachovani tenzoru energie-hybnosti. Nabizi se tak otazka, jestli existuje vhodny lagrangian, ze kte-
rého by $lo tenzor energie-hybnosti ziskat z translacnf invariance. Takové modely existuji a najdeme je
napiiklad v [1, kap. 12.4.2] nebo [6]. V obou modelech pro ziskdni pohybovych rovnic zde ztstava vek-
torové pole j*(x) = p(x)u*(x) a navic jsou pfiddny dalsi kalibracni pole. My se pokusime tento vyvoj
popsat pouze pomoci spinorového pole, jehoz obecné zaklady jsme uvedli ve tfeti kapitole. Spinor tedy
popiSeme komplexni 2 x 2 matici M(x), kterd bude v kazdém bod¢ jednoznacné urcovat proud j* podle

MM' = j#o, = J. 4.1)

K rovnicim pro idedlni relativistickou tekutinu se budeme chtit dostat pomoci lagrangidnu inspiro-
vaného Diracovou teorii, ta je v feCi geometrické algebry popsana v [1, kap. 8.2]. Budeme uvazovat
jednodussi lagrangian nez Diractiv, ale vhodny pro pfidani ¢lenu zajist'ujiciho nelinearitu rovnic, ktera
je zasadni pro popis kontinua. Poté tenzor energie-hybnosti pro spinorové pole pievedeme do tvaru pfi-
pominajiciho tenzoru energie-hybnosti pro relativistickou tekutinu. UkdZeme, v jakych pfipadech se oba
modely pfiblizuji, a jaka je pfesnd odchylka v pohybovych rovnicich. Na zavér predstavime vyhodu
takového modelu pfiddnim interakce s elektromagnetickym polem.

4.1 Relativisticka tekutina

Struéné shrneme vysledky, které jsou s vét§imi podrobnostmi probrané v [6]. Pohybové rovnice pro
klasickou relativistickou tekutinu tvoii rovnice kontinuity d, j* = 0 a zachovéni tenzoru energie-hybnosti

Ty =0, (4.2)
ktery ma tvar
T = (p+ ot —pp = LED e, 43)
P

kde p je tlak a € hustota energie. Budeme uvazovat obé veli€iny zdvislé jen na hustoté p. Za pfedpokladu
idedlni tekutiny se da ukdzat vztah mezi tlakem a energii. Ozna¢me

e = flp). (4.4)
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Pro tlak potom plati

p=pf ()~ fp) (4.5)
a tenzor energie-hybnosti tak bude mit tvar
Tir = %J"‘jv + 1" (f(p) = pf'(0)). (4.6)

4.2 Samointeragujici spinorové pole
Uvazujme lagrangidn

L= éTr(MT&”GMM) + F(p), 4.7)

kde F(p) je libovolnd redlna funkce proménné p = Vdet MMT. Pfitomnost p zaji$t'uje nelinearitu po-
hybovych rovnic, ktera je esencidlni v rovnicich klasického kontinua. Snadno ovéiime, Ze lagrangian je
Lorentzovsky invariantni. Transformaci x*’ = L, x” odpovidd M’(x") = RM(x), 8,/ = L”,0y as vyuZitim
(1.110) plyne

L= %Tr(MTRTé-“Raﬂ’M) + F(p) = %Tr(M*L“V&V(L—I)Ppa,,M) +F(p) = L. (4.8)

Pohybové rovnice nalezneme uzitim (3.2) a (3.3). PrepiSeme £ do sloZek

i

L= Emgﬁaﬂayaﬂmw + F(p). (4.9)
Pro p plati
p = VdetMdetMT = \/(mllng — mypmay)(my,m;, — mj,m;,). (4.10)

Pro derivace p podle m,g a m:‘w najdeme

dp detM™ [ my  —mo1\ _p ..o
= == M 4.11

(amaﬁ) 2p (—m12 mi 2 ( )ﬁa ( )

0 detM (( m%, -m? -
()= 5 U, ) =50 @12

Mg 20 \-mj, mj, 2
Dvé sady pohybovych rovnic tak maji tvar

10, 54y — PF' (p) (Mg, = 0, (4.13)
iy, 0y + PF'(0) (MT 1Yo = 0. (4.14)

Vidime, Ze rovnice jsou totoZné aZ na hermitovské sdruZeni. V maticovém tvaru mame

i#9,M + pF’ (oM™ 7! = 0. (4.15)
Vyndsobenim M zprava pohybovou rovnici zbavime singularity pro p = 0 a ziskame tak leps{ tvar

i (0,MM’ + pF’'(p) = 0. (4.16)
Odtud je vidét, Ze lagrangidn pfi splnéni pohybovych rovnic nabyva hodnoty

L =F(p) - pF'(p). 4.17)
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4.2.1 Zachovavajici se veli¢iny

Vidime, Ze lagrangin je invariantni vici translacim, Lorentzovym transformacim i vSem Ctyfem
vnitfnim rotacim. PouZijeme tedy vzorce z 3. kapitoly a dostaneme kanonicky tenzor energie-hybnosti,
tenzor momentu hybnosti, tenzor spinu a 4 zachovévajici se proudy

T, = ém;ﬁaﬁyavmyﬁ -8, L= éTr(MT oM - 8", L (4.18)
M, =T, = x, T, + im;ﬁaﬁy(zvp)ﬂmw =x,7" - x, T, - %Tr(l\/l“&f‘zvplvl) (4.19)
S, = %Tr(w F%,,M) (4.20)
/= %mzﬁéﬁym(m)m = %Tr(MWMav). (“.21)

Z posledni rovnice ziskdvame potifebnou rovnici kontinuity v piipadé v = 0. Pro ziskani Belinfante-
Rosenfeldova tenzoru vyuZijeme druhy tvar z (3.27). Upravime vyraz opakovanym pouZiti (1.84)

S+ 8 = ~ T(MMT(GZ* + 6T))

NG N

Tr(MM (4957 = 2" 5% — 2 5”)). (4.22)
VyuzZitim rovnice kontinuity 8, /" o = 0 ndm zistane
%ap(swp + Sy = —41'1 Tr(M'#9"M + MT G #M + #M'G'M + §,M"5"M)
= - Tr(;LMT&“aVM + éMT&VE)“M) + Tr(éMTd'“(’)VM + iMTc‘rV&‘M)*
_ _% Im(TH + 7). (4.23)
A konecné pro Belinfante-Rosenfeldiiv tenzor mame

1 1 :
Ty = 3 Re(T +T") = L ReTH{(iM'(0#0"M + 57 '), (4.24)

4.3 Prechod do klasického kontinua

Nejprve upravime kanonicky tenzor energie-hybnosti na tvar

T = % Tr(J5+id, MM~ + 8", (oF’ (0) — F(p)). (4.25)

Nyni rozloZme M na fazi ‘
M(x) = e“Mo(x). (4.26)

Pohybové rovnice a tenzor potom vypadaji ndsledovné:

i (0,Mo)Mo " + 0,0d + pF'(p) = 0 4.27)
T, = % Tr(Ja#id,MoMo™1) + #d, + 8" (oF'(p) — F(p)). (4.28)
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Z pohybové rovnice (4.27) 1ze najit trividlni feSen{ pro konstantni proud, kdy

0,Mp = 0 = J = konst., (4.29)
a zbyva tak vyfesit
ddupd + pF'(p) = 0. (4.30)
Vynisobenim J/p? zprava dostaneme
F'(p)- F’
0= -2 P5 4 50— ;‘” e @31)

Prav4 strana je konstantni a integraci tak dostavame feSen{

’

F
2 JuX + 0. (4.32)

P(x) = —

Vidime tedy, Ze pro konstantni proud se netrividlng vyviji faze spinoru.
Predpoklddejme pomalou zménu proudu, kdy 6,My < My. V pohybové rovnici (4.27) zanedbdme
prvni ¢len a dostaneme tak pfiblizné

F'(p) .
81,90 ~ — - Jy- 4.33)
Po dosazeni do (4.28) a znovu zanedbani derivaci Mg dostaneme az na znaménko tenzor energie-hybnosti

pro idedlni relativistickou tekutinu, tj.

F/
T L () = pF o). (434)
Mtizeme tak indentifikovat f(p) = —F(p).

Odvodime nyni piesny rozdil tenzort energie-hybnosti pro samointeragujici spinorové pole a idedlni
relativistickou tekutinu. Pro spinorové pole zvolime Belinfante-Rosenfeldiv tenzor, aby byly oba tenzory

symetrické. Nejdfive piepisme pohybovou rovnici (4.27) vyndsobenim J=! = F%J do tvaru
F(p) -
i 9,MoMo ™" + 70, + Foy_,, (4.35)
P
Vyndsobenim o, a stopou z posledniho ¢lenu vyjadiime j”
Fp) . LT -
T(p jy = =0y — 3 Tr(io, 7 9,MoMy ). (4.36)
Vyuzitim rozkladu
1 1
olot = 5((7"0’4‘ +0ta") + E(O'Vo_'ﬂ —otad) =g + 2 (4.37)
dostaneme Flo) . :
T(pjv =-0"p— 3 Tr(id"MoMoy™ 1) — 3 Tr(iZ"papMoMo_l). (4.38)

Podobné nyni upravime Belinfante-Rosenfeldtv tenzor:
1
T +n" L= 7 Re Tr(J#io"MM™Y) + (u & v)
1 1
= 7oRe Tr(c?7id"MoMo ™) + 58”90 P+ (u e v)

1 1 1
=3 # Re Tr(i0"MoMo ™) + JioRe Tr(ZPHi0" MMy ™) + 58”(,0 P e ). (439
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Dosazenim (4.38) dostaneme do rovnice 7/, mdme tedy

IF>
Ty =T + A, (4.40)
kde
1
A ZZ[ Jp Re Tr(iX*9"MoMo™") — # Re Tr(iZ"9,MoMo ") + (u & v)]. (4.41)

Rozdil tenzorti miZeme alternativné upravit do tvaru
1
M = 2 Re Tr(in“( POMMo™" + MoMy™!) + (1 v)). (4.42)

s vV s s .
Ze zachovani 7’5 dostavame rovnici ve tvaru

Ty = —0,A". (4.43)

4.4 Elektromagnetické pole
Elektromagnetické pole popisujeme vektorovym potencidlem
A(x) = AH(x)oy. (4.44)

Vektorovy potencidl pfiddme do lagrangidnu z poZadavku lokdln{ kalibracni invariance vzhledem k fézi
spinoru. Méjme skaldrni pole A(x) a transformaci

M’ = AOM, (4.45)

Volny lagrangian (4.7) nenf lokaln¢ kalibracné invariantni. Plati
1
L' =L- 3 Tr(M'6#8, A(x)M). (4.46)

Uvazujme elektricky ndboj spinorového pole +1. Pro zaji§téni lokdlni kalibra¢ni invariance pfejdeme ke
kovariantni derivaci vztahem
0y — Dy =0, +iAu(x) 4.47)

a zaroveinl pozZadujeme
Al (x) = Au(x) = 0, A(x). (4.48)

Tim se druhy C¢len z (4.46) odecte. Mame tak lokalné kalibracné invariantni lagrangian
L+ Ly = % Tr(MTG#(id, — A,OM) + F(p) = L — A, (4.49)
Pohybovou rovnici najdeme z (3.2) a (3.3) ve tvaru
id,MM" — AJ + pF’(p) = 0. (4.50)
Hodnota lagrangiand pii splnéni pohybovych rovnic tak zdstava stejna:
L+ Lin. = F(p) — pF'(p). 4.51)
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V tomto pripad€ neuvazujeme A jako dynamickou proménnou, ale jako zadanou funkci soutadnic. Tenzor
energie-hybnosti se tak nezachovava. Po explicitni derivaci obecného lagrangianu n poli ¢, podle x* s
pouZitim pohybovych rovnic dostdvame

oL oL oL oL
(@)ex,,,, = a0 30,01 T gy O Outr
oL 0 0L 0L
N e ) L
=-0,7",. (4.52)

Interakéni ¢len se diky (4.51) v kanonickém tenzoru energie-hybnosti neobjevi a 7%, m4 tedy stejny tvar
jako pro volny lagrangian (4.18). Z (4.52) nasledné plyne

1 _
T, = 5 Tr(Jo,A) = 8,A, = Fy,j* + j0,A, = Fyu ' + 8,(J*A,), (4.53)

kde jsme vytvorili na pravé strané hustotu Lorentzovy sily a druhy vyraz jsme s pouZitim rovnice konti-
nuity mohli napsat jako ¢tyfdivergenci tenzoru j*A,. Tu mlizeme pievést na druhou stranu a dostaneme

1 . , .
0| 5 TrM (10, = A)M) = 8" (F () = pF'(p))| = Fu . (4.54)
Vidime, Ze na levé strané se jen zméni parcidlni derivace za kovariantni (viz. (4.47)).

Uplny model, kde se bude dynamicky vyvijet spinorové i elektromagnetické pole, ziskame pfidanim

kinetického ¢lenu |
Liin = —ZF,WF‘”, (4.55)

kde Fy, = 6,A, — 0,A, je tenzor elektromagnetického pole. Cely lagrangidn ma tvar
1 ) 1
Leok = 5 Tr(M6#(id, — A,)M) + F(p) — 7 P
J 1
= éTr(MTG'“[)ﬂM) +Flp) = 'y = ZFuF". (4.56)

Lagrangian tak uz nebude explicitné zaviset na souradnicich a z Euler-Lagrangeovych rovnic navic do-
staneme 1. sérii Maxwellovych rovnic

i( aLcelk )_ a'LCé‘lk — a/lFV/l +jV. (457)

~ ov\a(9,4,)) " 0A,

Celkovy tenzor energie-hybnosti dostaneme z (3.13), kde nesmime zapomenout s¢itat jesté pies vek-
torovy potencidl A,. V interakénim ¢lenu se nevyskytuji derivace M a A, takZe miZeme celkovy tenzor
rozdélit na spinorovou a elektromagnetickou ¢ast

[ 1
Teaiy = 5 TAM'G0,M) = 8(F(p) = pF'(p)) + 0, ApF + S84 F PP, (4.58)

kde posledni dva Cleny predstavuji kanonicky tenzor energie-hybnosti pro elektromagnetické pole (viz.
[9, str. 265]). Ten se standardné jesté upravi na kalibracné invariantni tvar pfidanim ctyfdivergence

B,(A,F*)  spliiujici  8,0,(A,F*) = 0. (4.59)
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Po dpravach s vyuzitim Maxwellovych rovnic nalezneme celkovy tenzor energie-hybnosti ve tvaru
1 _ . ’ Vi 1 vV
T = 3 Tr(MTG#(i0” — A" M) — 1" (F(p) — pF’(0)) — oo F** F*7 + Z”u F F*7. (4.60)

Poznamenejme, Ze pokud uvazujeme nedynamicky se menici proud, pro symetricky tenzor energie-
hybnosti elektromagnetického pole dostaneme (viz. [9, str. 266])

1
Tg;j _ _npo_prer i Znqupo_Fprr splitujict ayfrg}l’/[ = _F#ij- 4.61)
Kombinaci (4.54) a (4.61) dostdvame rovnici
1 1
Oy 3 Tr(MT6#(id” — AV)M) — 1 (F(p) — pF'(p)) — npe F**F*” + Zn“"Fngp" =0. (4.62)

Vyraz pod parcidlni derivaci odpovidd celkovému tenzoru energie-hybnosti (4.60) a mdme tak stejny
vysledek.
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Zaver

V prvnich dvou kapitolach jsme ptedstavili zdklady geometrické algebry a feSeni zndmych problémi
klasické mechaniky, keplerovy ulohy a setrvacniku, pomoci spinori jako sudych multivektorti. Spojitost
se spinory jako dvoukomponentnimi komplexnimi vektory z kvantové mechaniky jsme kratce uvedli v
kapitole 2.4. Diky geometrické interpretaci jsme v této komplexni reprezentaci mohli vyfesit problém sy-
metrického setrvacniku z klasické fyziky. Dale jsme predstavili moZnost reprezentovat sudé multivektory
Casoprostorové algebry pomoci 2x2 komplexnich matic. Aplikaci Casoprostorové algebry v relativistické
klasické nebo kvantové fyzice lze najit napt. v [1].

V dal$ich dvou kapitoldch jsme zkouseli aplikovat spinory v mechanice kontinua. Jako vychozi bod
jsme zvolili lagrangian (4.7) inspirovany Diracovou teori. BohuZel jsme pro tento lagrangian nedokazali
splnit zachovéani tenzoru energie-hybnosti pro idedln{ relativistickou tekutinu, ale nasli jsme rozdil dvou
tenzorl energie-hybnosti A*Y, ktery udava odchylku téchto modeld. Pro aplikaci je tak tfeba uvazovat
situace, kde se bude tenzor A*” zachovdvat nebo velmi pomalu ménit. Pro mechaniku kontinua mé fy-
zikélni vyznam vektorové pole proudu J = MM, Polarni rozklad spinoru predstaveny v kapitole 1.4.3
rozdéluje spinor na Ctyfi parametry urcujici proud a také na Ctyfi dal$i parametry souvisejici s vniti-
nimi rotacemi tekutiny. Pochopeni jejich role by mohlo vice osvétlit odchylku od modelu relativistické
tekutiny a je predmétem dal$iho zkoumani.

V kapitole 4.4 jsme naznacili interakci nabitého spinorového pole s elektromagnetickym polem.
Vektorovy potencidl se z podminky lokalni kalibra¢ni invariance do lagrangianu pfidd minimalni vazbou
a nachdzi se tak pfimo v pohybovych rovnicich. Pfesli jsme tedy od klasického popisu s proudem j* a
tenzorem elektromagnetického pole F*” k vektorovému potencidlu A, a spinoru M. Tento alternativni
popis by mohl byt aplikovatelny napiiklad v teorii plazmatu [11] nebo kosmologii [12, 6. ¢4st].
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